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µ
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T ∗ = k
εn2
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3
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EINLEITUNG v
Einleitung
Ein wichtiges Ziel der theoretischen physikalischen Chemie ist die Ermittlung thermodynamischer
Größen aus Wechselwirkungspotentialen von Molekülen. Aus diesen Größen lassen sich Aussagen
über das Verhalten von Substanzen unter veränderbaren äußeren Bedingungen gewinnen. Solche
Informationen sind von Bedeutung für die Prozessführung in chemischen Systemen. Phasendia-
gramme sind dabei besonders nützlich: Sie geben die Bedingungen an, unter denen Substanzen ihre
physikalischen Eigenschaften ändern. Für technische Anwendungen ist es vor allem wichtig zu ent-
scheiden, wann ein Stoff fest, flüssig oder gasförmig ist. Die Ermittlung von Phasendiagrammen
mittels theoretischer Modelle aus Wechselwirkungspotentialen ist daher von großem Interesse.
Die Vorteile einer rein theoretischen Betrachtung gegenüber anderen Methoden wie Monte-Carlo-
(MC) oder molekulardynamischen (MD) Simulationen sind vor allem die prinzipielle Exaktheit die-
ser Methoden. Die Genauigkeit von theoretischen Methoden ist nur von den verwendeten numeri-
schen Routinen und der Rechengenauigkeit der verwendeten Maschinen abhängig. Vor allem aber
sind MD- und MC-Methoden aus Rechenzeitgründen nur in der Lage, einen Bruchteil der Molekü-
le zu simulieren, die in realen Substanzen vorhanden sind. Abhängigkeiten der Resultate von der
Teilchenzahl und Randbedingungen, wie sie bei MC und MD häufig anzutreffen sind, bestehen bei
theoretischen Modellen nicht. Trotzdem müssen bei der numerischen Umsetzung einige Parame-
ter, wie beispielsweise Cutoff-Radien und Diskretisierungsbreiten, vorsichtig gewählt werden, um
exakte Resultate zu erhalten.
Im Laufe der Zeit sind vor allem Theorien zur Berechnung von thermodynamischen Größen der
flüssigen Phase entwickelt worden [1]. Dabei spielen häufig Korrelationsfunktionen eine entschei-
dende Rolle: Sind diese bekannt, kann die gesamte Thermodynamik des Systems daraus erschlossen
werden. Leider gibt es bis heute nur Näherungslösungen selbst für einfachste Modellsysteme. Aller-
dings können mit Hilfe der Virialentwicklung und der Störungstheorie auch für kompliziertere Syste-
me thermodynamische Werte berechnet werden. Diese beiden Theorien der fluiden Phase erlauben
auch, im Gegensatz zu anderen Methoden, eine Bestimmung von thermodynamischen Größen im
Koexistenzgebiet flüssig-gasförmig.
Im Bereich der thermodynamischen Beschreibung von Festkörpern sind die bekanntesten theoreti-
sche Ansätze das Einstein- und das Debye-Modell. Beide Modelle gehen von einem harmonischen
Paarpotential aus, vernachlässigen also die Anharmonizitäten in realistischen Wechselwirkungspo-
tentialen. Eine elegante und vergleichsweise einfache Beschreibung, die diesen Nachteil vermeidet,
ermöglicht die Lennard-Jones-Devonshire-Theorie (LJD) [2, 3].
Als Modellsystem wird in dieser Arbeit das Lennard-Jones System verwendet, dessen Eigenschaften
aus zahlreichen Computersimulationen weitgehend bekannt sind. Damit bietet es eine gute Möglich-
keit zum Test der theoretischen Beschreibungen. Außerdem wird ein Potentialmodell für Fullerene
untersucht. Seit ihrer Entdeckung im Jahr 1985 durch Robert F. Curl, Harold W. Kroto und Richard
E. Smalley gibt es ein enormes Interesse an diesen Kohlenstoff-Riesenmolekülen [4, 5]. Auch wenn
vi
sie noch nicht zum erhofften Durchbruch auf Gebieten wie Supraleitung, Verwendung als Schmier-
stoff, in der Katalyse oder zum pharmakologischen Gebrauch geführt haben, sind sie ein begehrtes
Forschungsobjekt. Insbesondere die hohe Symmetrie und die Größe üben eine Faszination auf jeden
Naturwissenschaftler aus und lassen Fullerene zu interessanten Studienobjekten werden.
C60, das sogenannte Buckminsterfulleren (Abbildung 1), als der in dieser Arbeit betrachtete Ver-
treter der Fulleren-Gattung, hat einen Durchmesser von ungefähr 7 Å und eine Molmasse von
720.64 g/mol. Die Dichte von festem C60 beträgt 1.72 g/cm3.
Abbildung 1: C60-Buckminsterfulleren [6]
Die Größe der Moleküle und die vergleichsweise schwache anziehende Wechselwirkung unterein-
ander lassen interessante physiko-chemische Eigenschaften vermuten. Bis heute ist die Frage unge-
klärt, ob diese Moleküle eine flüssige Phase besitzen und unter welchen äußeren Bedingungen diese
vorliegt. Die Existenz einer flüssigen Phase wäre von großer Bedeutung für die Nutzung von C60 als
Schmierstoff.
11 Theorie
Phasen sind homogene Teile von heterogenen Systemen, die sich physikalisch von einander un-
terscheiden [7]. Im folgenden werden zunächst die Bedingungen für Phasengleichgewichte disku-
tiert. Danach werden die in dieser Arbeit verwendeten Theorien zur Berechnung thermodynamischer
Funktionen vorgestellt.
1.1 Phasengleichgewichte
In technischen Prozessen werden zumeist von außen Druck p und Temperatur T des Systems vor-
gegeben. Die zugeordnete thermodynamische Größe, die unter diesen Bedingungen im Gleichge-
wichtszustand extremal wird, ist die Gibbs-Energie G(T, p,N).
Es gilt die Addition der Gibbs-Energien der Einzelphasen. Bei zwei Phasen wird erhalten:
G = G1 + G2.
Im Gleichgewicht wird G extremal, was gleichbedeutend damit ist, dass die Variation dG verschwin-
det. Für dGi gilt aber
dGi = ∂Gi∂T
∣∣∣
p,Ni
dT + ∂Gi∂p
∣∣∣
T,Ni
d p + ∂Gi∂Ni
∣∣∣
T,p,N j 6=i
dNi =−SidT +Vid p + µidNi.
Nun liegen in beiden Phasen T und p fest, so dass die Variationen dT und d p verschwinden. Da ein
Teilchenaustausch nur zwischen den Phasen stattfindet, gilt
dN = dN1 + dN2 = 0.
Damit ein Phasengleichgewicht zwischen zwei Phasen besteht und die Bedingung dG = 0 erfüllt ist,
müssen also auch die chemischen Potentiale µi der Phasen übereinstimmen.
Zusammenfassend müssen drei Bedingungen für Phasengleichgewichte gelten:
Thermisches Gleichgewicht
Die erste Bedingung ist die Übereinstimmung der Temperaturen beider Phasen
T1 = T2.
Mechanisches Gleichgewicht
Eine weitere Bedingung ist die Gleichheit der Drücke in beiden Phasen. Das mechanische Gleich-
gewicht ist also definiert durch
p1 = p2.
Stoffliches Gleichgewicht
Als letzte Bedingung kommt bei den hier betrachteten Systemen das stoffliche Gleichgewicht hinzu.
Dazu müssen die chemischen Potentiale der Einzelphase übereinstimmen:
µ1 = µ2 .
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1.2 Helmholtz-Energie
Ziel einer theoretischen Beschreibung ist es, unter Kenntnis des Wechselwirkungspotentials zwi-
schen den Teilchen, die Thermodynamik des Systems zu erfassen. Dazu muss aus Mikrozuständen,
also durch die Orte und Impulse aller Teilchen des Systems, ein Makrozustand hergeleitet werden,
der durch messbare Größen wie Druck und Temperatur charakterisiert ist.
Die Helmholtz-Energie nimmt dabei unter den thermodynamischen Zustandsfunktionen eine Son-
derstellung ein, da sie am einfachsten direkt mit den Mikrozuständen verknüpft werden kann. Im
kanonischen Ensemble, charakterisiert durch die natürlichen Größen Volumen, Teilchenzahl und
Temperatur ist die Helmholtz-Energie gegeben durch [8]
A =−kT ln Z,
wobei k die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur des Systems darstellt. Die Berechnung der
kanonischen Zustandssumme Z eines Reinstoffs erfolgt durch die Integration über alle Raum- und
Impulskoordinaten der betrachteten Teilchen:
Z = 1N!h6N
∫
d3Nq
∫
d3Np e−
H(p1···pN ,q1···qN )
kT
Hier ist h das Plancksche Wirkungsquantum, N die Teilchenzahl und H die Gesamtenergie, die von
den Impulsen pi und Orten qi aller Teilchen abhängt. Bei den meisten thermodynamischen Systemen
kann der Impulsanteil der Zustandssumme vom Ortsanteil getrennt werden. Somit folgt für Z:
Z = V
N
N!h6N
∫
d3Np e−
Ekin(p1···pN )
kT · 1V N
∫
d3Nq e−
U(q1···qN )
kT ,
wobei Ekin die kinetische Energie des Systems und U die potentielle Energie des Systems darstel-
len. Der Faktor V N wird definitionsgemäß mit in beide Anteile der Zustandssumme einbezogen. Es
ergeben sich zwei Terme
Z = Qp ·Qc,
wobei Qp nur von den Impulsen der Teilchen und der Konfigurationsanteil Qc nur von der Ortsko-
ordinaten abhängt. Im Gegensatz zu den Impulsanteilen kann nur in Sonderfällen eine analytische
Auswertung des Konfigurationsintegrals Qc erfolgen.
1.2.1 Deduktion thermodynamischer Größen
Die Temperatur des Systems geht direkt als Parameter in die Zustandssumme ein. Um thermody-
namische Gleichgewichte zu berechnen, müssen die noch fehlenden Gleichgewichtsgrößen p und
µ aus den Helmhotz-Energien der Einzelphasen berechnet werden. Aus der Thermodynamik ergibt
sich für den Druck im kanonischen Ensemble
p = − ∂A∂V
∣∣∣
T,N
= ρ
2
N
∂A
∂ρ
∣∣∣
T,N
und für das chemische Potential wird
µ
kT =
G
NkT =
A
NkT +
pV
NkT =
A
NkT +
p
ρkT
erhalten.
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1.2.2 Idealgasanteil
Die Impulsanteile in der Zustandssumme können analytisch integriert werden. Zuvor muss jedoch
dieser Teil der Zustandssumme in einen rotatorischen und einen translatorischen Anteil zerlegt wer-
den. Nach Integration ergibt sich der translatorische Anteil zu
QT = V NN!Λ3N mit der thermischen Wellenlänge Λ =
( βh2
2pim
) 1
2
. Dabei ist β = 1kT .
Für den rotatorischen Anteil wird je nach Anzahl der Drehachsen des Moleküls
QR =

[
1
pi
( βh2
8pi2Ix
)( βh2
8pi2Iy
)( βh2
8pi2Iz
)]−N2
nichtlinear[ βh2
8pi2Ix
]−N
linear
erhalten .
Das Konfigurationsintegral Qc beinhaltet die ortsabhängigen Wechselwirkungen der Teilchen unter-
einander:
Qc = 1V N
∫
d3Nqe−
U(q1···qN )
kT
Für die Helmhotz-Energie A ergibt sich unter Ausnutzung der Stirling-Näherung lnN!≈ N lnN−N
in QT und nach Einsetzen der Anteile:
A
NkT = 3lnΛ + lnρ−1 + 1N lnQR + lnQc
Im Fall verschwindender Wechselwirkung zwischen den Teilchen kann der Konfigurationsanteil di-
rekt integriert werden und ergibt dann Qc = 1. In diesem Fall ergibt sich die Helmholtz-Energie
A
NkT = 3lnΛ + lnρ−1 + 1N lnQR,
woraus durch Ableiten direkt das Idealgasgesetz
p = ρkT
folgt. Näherungsweise kann das Verhalten von hoch verdünnten realen Gases durch das Idealgasge-
setz beschrieben werden.
1.3 Residuelle Helmholtz-Energie
Die residuelle Helmholtz-Energie ist der Anteil der Helmholtz-Energie, der sich aus dem Konfigura-
tionsintegral ergibt. Im Fall des idealen Gases verschwindet sie. Somit beschreibt der Residualanteil
die Abweichung eines Systems vom Idealgasverhalten. Im allgemeinen kann das Konfigurationsin-
tegral nicht analytisch ausgewertet werden. Daher werden Näherungslösungen oder Reihenentwick-
lungen angesetzt.
Im folgenden werden mit der Virialentwicklung und der Störungstheorie zwei Theorien für fluide
Phasen vorgestellt. Dabei umfasst die Bezeichnung “fluid” die gasförmige und die flüssige Phase.
4 1 THEORIE
1.3.1 Fluider Zustand: Virialentwicklung
Die mechanische Zustandsgleichung eines realen Gases kann durch eine Virialentwicklung nach der
Dichte beschrieben werden.
p
ρkT = 1 + B ·ρ +C ·ρ2 + D ·ρ3 + . . .
Dieser zunächst empirische Ansatz kann z.B. mittels der Clusterentwicklung des chemischen Po-
tentials theoretisch hergeleitet werden. Die Koeffizienten B,C,D... werden als zweiter, dritter usw.
Virialkoeffizient bezeichnet. Bei nicht allzu hohen Dichten kann die Entwicklung nach dem linearen
Term abgebrochen werden.
Aus der statistischen Thermodynamik ergibt sich für den zweiten Virialkoeffizienten [1]
B = 2pi
∫
∞
0 dr r2
〈
e−
u(r,ω1,ω2)
kT −1
〉
ω1ω2
Dabei gilt dieser Ausdruck für nichtrotationssymmetrische Potentiale, wobei ω1 und ω2 die Ori-
entierungen der Moleküle im Raum sind und die Klammern 〈· · · 〉ω1ω2 eine Mittelung über diese
Orientierungen darstellen. Für rotationssymmetrische Potentiale geht der Ausdruck in die einfache-
re Form
B = 2pi
∫
∞
0 dr r2
(
e−
u(r)
kT −1
)
über.
Die statistische Thermodynamik erlaubt es, auch höhere Virialkoeffizienten zu ermitteln. Die Aus-
drücke für diese werden jedoch sehr unübersichtlich und kompliziert und sind numerisch nur für
zentralsymmetrische Potentiale zu berechnen. Für solche Potentiale ergibt sich unter Zuhilfenahme
der Mayerschen f-Funktion fi = fi(ri) = exp(−u(ri)/kT )−1 für den dritten und vierten Virialkoef-
fizienten:
C =−8pi23
∫
∞
0 dr1
∫
∞
0 dr2
∫ r1+r2
|r1−r2| dr3 f1 f2 f3 r1r2r3
und
D =−18 [3D4 + 6D5 + D6],
wobei die Hilfsintegrale durch
D4 = 16pi3
∫
∞
0 dr1
[∫
∞
0 dr2 r2 f (r2)
∫ r1+r2
|r1−r2| du u f (u)
]2
,
D5 = 16pi3
∫
∞
0
[∫
∞
0 dr r f (r)
∫ r+R
|r−R| du u f (u)
]2 f (R)dR
und mit der Definition fi j = f (
∣∣ri− r j∣∣) durch
D6 = 16pi3
∫
∞
0 dr01 f01r201
∫
∞
0 dr02 f02r202
∫
∞
0 dr03 f03r203
·∫ pi0 dθ12 sinθ12 ∫ pi0 dθ23 sinθ23 ∫ 2pi0 dϕ f12 f23 f13
gegeben sind [9]. θi j und ϕ sind die zwischen den Ortsvektoren eingeschlossenen Winkel.
Der fünfte Virialkoeffizient [10] kann auch noch berechnet werden, erfordert aber einen sehr hohen
numerischen Aufwand und ist zusätzlich mit großen numerischen Fehlern behaftet. Deshalb wurde
in der vorliegenden Arbeit auf die Berechnung verzichtet.
Die Helmholtz-Energie wird über eine Integration der Druckgleichung ermittelt
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A
NkT =
∫ p
ρkT · dρρ = lnρ + B ·ρ + 12C ·ρ2 + 13D ·ρ3 + . . . ,
woraus sich die residuelle Helmholtz-Energie zu
Ares
NkT =
∫ ( p
ρkT −1
)
· dρρ = B ·ρ + 12C ·ρ2 + 13D ·ρ3 + . . .
ergibt.
1.3.2 Fluider Zustand: Störungstheorien
In vielen Fällen kann ein thermodynamisches System in ein Referenzsystem und einen Störanteil
zerlegt werden. Wenn die Thermodynamik des Referenzsystems bekannt ist und der Störanteil nur
einen kleinen Einfluss hat, ist die Störungstheorie ein geeignetes Mittel, thermodynamische Größen
zu berechnen.
Bei Paarwechselwirkung wird das System im allgemeinen in einen abstoßenden und einen anzie-
henden Anteil zerlegt. Häufig gibt es auch für das repulsive System allein keine analytische Lösung,
so dass dieses wiederum durch ein entsprechendes Hartkugelsystem ersetzt werden muss, dessen
thermodynamische Eigenschaften weitgehend bekannt sind. Dieser Schritt ist zulässig, da mole-
kulardynamische Untersuchungen nahelegen, dass die Struktur einer Flüssigkeit vom abstoßenden
Anteil des Potentials bestimmt wird und die Struktur aller abstoßenden Systeme in erster Näherung
der eines Hartkugelsystems entsprechen. Eine Diskussion darüber findet sich in [11, 12].
Hier wird im folgenden nur die Ableitung für rotationssymmetrische Potentiale betrachtet. Die Stö-
rungstheorie konnte allerdings auch erfolgreich auf Moleküle mit nicht rotationssymmetrischen Po-
tentialen erweitert werden [13, 14, 15].
Die Hochtemperaturentwicklung
Läßt sich ein Paarpotential in zwei Anteile der Form u(r) = u0(r) + us(r) aufspalten, ergibt sich für
das Konfigurationsintegral der Ausdruck
Qc = 1V N
∫
e−
U0(q1···qN )
kT · e−Us(q1···qN )kT d3Nq.
Der zweite Exponentialterm kann nach Taylor entwickelt werden:
e−
Us
kT = 1− 11! · UskT + 12! · U
2
s
(kT )2 −·· ·.
Dann ergibt sich für das Konfigurationsintegral
Qc = Q0 ·
[
1− 1kT 〈Us〉0 + 12(kT )2
〈
U2s
〉
0−·· ·
]
,
wobei die Klammern < · · ·>0 thermodynamische Mittelungen über das Referenzsystem darstellen.
Damit wird für die residuelle Helmholtz-Energie
Ac
NkT =− lnQ0− ln
[
1− 1kT 〈Us〉0 + 12(kT )2
〈
U2s
〉
0−·· ·
]
erhalten [16].
Der Logarithmus kann nun ebenso entwickelt werden ln(1− x) = x− 12x2 + · · · und nach Potenzen
von 1kT geordnet werden. Daraus folgt
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Ac
NkT =
A0
NkT + 〈Us〉0− 12kT
[〈
U2s
〉
0−〈U1〉20
]
+ O( 1(kT )2 ).
Diese Entwicklung wird Hochtemperaturentwicklung genannt und ist von Zwanzig [16] hergeleitet
worden.
Die thermodynamischen Mittelwerte < · · · >0 können nun durch Verteilungsfunktionen ermittelt
werden. Für den zweiten Term ergibt sich unter Verwendung der Paarverteilungsfunktion g(r)
〈U1〉= ρ2kT
∫
∞
0 us(r)g0(r)4pir2dr.
Der dritte Term kann ohne Kenntnis der Drei- und Vierteilchen-Verteilungsfunktionen nicht berech-
net werden. Diese sind aber im allgemeinen unbekannt. Barker [17] hat eine Näherung für den
Einfluss dieser Verteilungsfunktionen angegeben, die ohne ihre explizite Berechnung auskommt:
1
2kT
[〈
U21
〉−〈U1〉2]= ρ4kT ∫ ∞0 u2s (r)g0(r)∂ρ∂p4pir2dr.
Insgesamt lautet also der störungstheoretische Ansatz bis zur zweiten Ordnung
A
NkT =
A0
NkT +
ρ
2kT
∫
∞
0
us(r)g0(r)4pir2dr− ρ4kT
∫
∞
0
u2s (r)g0(r)
∂ρ
∂p4pir
2dr (1)
Hartkugelreferenzsystem
Die Aufspaltung in Referenz- und Störsystem ist im allgemeinen beliebig. Es ist allerdings für die
Störungstheorie wichtig, dass für das Referenzsystem die Helmholtz-Energie A0 und die Paarver-
teilungsfunktion g0(r) bekannt sind. Das Hartkugelsystem hat den Vorteil, dass unter bestimm-
ten Näherungen diese Funktionen semianalytisch angegeben werden können. Somit liegt es nahe,
das Gesamtsystem in einen attraktiven und einen repulsiven Anteil zu zerlegen und den repulsiven
Teil durch ein adäquates Hartkugelsystem zu ersetzen. Dazu muss eine erneute Entwicklung der
Helmholtz-Energie erfolgen. Im residuellen Teil der Zustandsumme wird der Term e− ukT durch
e−
uHS
kT −λ
(
e−
u
kT − e− uHSkT
)
= e−
uHS
kT −λ ∆e
ersetzt, wobei uHS das Hartkugel-Potential darstellt, das durch
uHS(r) =
{
∞, r ≤ d
0, r > d
beschrieben wird.
Dabei ergibt sich nach einer Funktionalentwicklung für die Helmholtz-Energie [1]:
A0
NkT =
AHS
NkT +
1
NkT
∫ δA
δe(r)∆e(r) dr +
1
NkT
1
2
∫ ∫ δ2A
δe(r)δe(r)∆e(r)∆e(r) dr dr
′+ · · ·.
Der erste Integralterm kann mit Hilfe der Hintergrundkorrelationsfunktion vereinfacht werden
A0
NKT =
AHS(d)
NKT +
1
2ρ2
∫
dr r2 yHS(r,d)
[
e−
u0(r)
kT − e− uHS(r,d)kT
]
+ · · ·,
wobei die Hintergrundkorrelationsfunktion y(r) mit der Paarverteilungsfunktion durch die Glei-
chung g(r) = y(r) · e−u(r)/kT verknüpft ist.
Wenn der Term zweiter Ordnung verschwindet, kann davon ausgegangen werden, dass auch Ter-
me höherer Ordnung verschwinden. In diesem Fall stimmt die Helmholtz-Energie des Hartkugel-
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Ersatzsystems mit der des weich abstoßenden Systems überein. Der Hartkugeldurchmesser ist dabei
der zu variierende Parameter. Die Bedingung lautet also, dass das sogenannte Blip-Integral∫
dr r2 yHS(r)
[
e−
uHS(r,d)
kT − e− u0(r)kT
]
durch Variation des Hartkugeldurchmessers d verschwindet.
Die residuelle Helmholtz-Energie des Hartkugelsystems wiederum ist semiempirisch bekannt. Im
einfachsten Fall ist sie durch eine Integration der Carnahan-Starling Gleichung [18] gegeben:
AHS
NkT =
∫ dρ
ρ
(
1 + η + η2−η3
(1−η)3 −1
)
=
4η−3η2
(1−η)2 (2)
wobei die Packungsdichte η = VMoleculesVSystem mit dem Hartkugeldurchmesser d durch
η = 16piρd3
gegeben ist.
Der hier angegebene Weg ist thermodynamisch leicht inkonsistent. Lado [19] hat ein konsistenteres
Kriterium zur Bestimmung des Hartkugeldurchmessers vorgeschlagen, das allerdings in der Umset-
zung sehr kompliziert ist und im Rahmen dieser Arbeit keine Verbesserung bringt.
Hintergrundkorrelationsfunktion
Die Berechnung der Paarverteilungsfunktion und der Hintergrundkorrelationsfunktion des Referenz-
systems ist von elementarer Wichtigkeit für die Störungstheorie. Diese Funktionen gehen sowohl ins
Störintegral als auch in die Bestimmung des Hartkugeldurchmessers ein. Häufig wird zu ihrer Er-
mittlung die Ornstein Zernicke Relation [1] in Näherungen benutzt. Diese Näherungen gelten für
beliebige Wechselwirkungen, werden aber hier zunächst nur für ein Hartkugelsystem verwendet.
Ornstein-Zernicke Relation
Die Ornstein Zernicke Gleichung verknüpft die totale Korrelationsfunktion mit der indirekten Kor-
relationsfunktion über einen Integralzusammenhang [1]:
h(r12) = c(r12)+
∫
c(r13) h(r23) d3r3
Die totale Korrelationsfunktion h(r) ist mit der Hintergrundkorrelationsfunktion y(r) durch h(r) =
y(r)e−
u(r)
kT −1
verbunden.
Um die Ornstein-Zernicke Relation lösen zu können, müssen Ansätze für die direkte Korrelations-
funktion c(r) gefunden werden. Für kurzreichweitige abstoßende Potentiale und Hartkugelpotentiale
hat sich die Percus-Yevick Näherung als erfolgreich herausgestellt.
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Percus-Yevick Näherung
In der Percus-Yevick Näherung [1, 20] wird für die direkte Korrelation
c(r) = [h(r)+ 1] · (e− u(r)kT −1)
angenommen. Diese Näherung wird in die Ornstein-Zernicke Gleichung eingesetzt und die so erhal-
tene Integralgleichung numerisch oder im Fall des Hartkugelsystems semianalytisch ausgewertet.
Hintergrundkorrelationsfunktion des Hartkugelsystems
Einen häufig benutzten Spezialfall stellt das Hartkugelsystem dar: Hier kann die Hintergrundkorre-
lationsfunktion in der Percus-Yevick Näherung innerhalb des Hartkugelradius analytisch angegeben
werden. Sie stimmt dort - bis auf das Vorzeichen - mit der direkten Korrelationsfunktion überein.
Die Lösung für c(r) in der Percus-Yevick Näherung lautet [21, 22]:
cPYd (r
∗) =−λ1−6ηλ2r∗− 12ηλ1r∗
3
r∗ = rd < 1
cPYd (r
∗) = 0 r∗ > 1
mit λ1 = (1+2η)
2
(1−4η)4 und λ2 =−
(1+ 12 η)2
(1−4η)4 . Der Index d steht dabei für den Hartkugeldurchmesser.
Die Hintergrundkorrelationsfunktion y(r) für r∗ > 1 kann nun numerisch aus der Ornstein-Zernicke
Relation ermittelt werden.
Der Vergleich mit Computersimulationen zeigt, dass die Paarverteilungsfunktionen des Hartkugel-
systems, die mit Hilfe der Percus-Yevick Gleichung gewonnen werden, besser mit den Simulati-
onsergebnissen übereinstimmen, wenn die Verlet-Korrektur [23] verwendet wird. Dabei wird die
Paarkorrelationsfunktion bei einer korrigierten Packungsdichte
ηV = η− 116η2
berechnet. Die dadurch enstehenden thermodynamischen Inkonsistenzen werden durch einen Zu-
satzterm vermieden (Grundke-Henderson-Korrektur [24] ):
g(r) = g(rV ,ηV )+ Ar e−µ(r−σ) cosµ(r−σ),
Die Hilfsgrößen A und µ werden aus den Konsistenzbedingungen von Druck- und Kompressibili-
tätsgleichung berechnet. Vereinfacht können die Ausdrücke durch
A/σ = 34 ·η2V · (1−0.7117 ηV −0.114 η2V )/(1−ηV )4
und
µ ·σ = 24 · Aσ · (1−ηV )
2
ηV ·(1+ηV )
genähert werden [25].
Für rV wird dabei der reduzierte Ausdruck
rV = r ·
(
η
ηV
) 1
3
verwendet.
Da im Bereich r < 1 die Hintegrundkorrelationsfunktion y(r) bestimmten thermodynamischen Be-
dingungen gehorchen muss, wird lny(r) durch ein Polynom 3. Grades dargestellt [26]
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lny(r) = ∑3i=0 airi ,
wobei sich die ai aus folgenden Überlegungen ergeben:
Zunächst ist das residuelle chemische Potential mit dem Grenzwert der Hintergrundkorrelations-
funktion für r = 0 verbunden. Unter Verwendung der Carnahan-Starling Gleichung (2) wird als erste
Bedingung
lny(0) = µexkT =
8η−9η2+3η3
(1−η)3
erhalten. Aus der Born-Green-Yvon Hierarchie folgt die Bedingung für die Ableitung von y(r) an
dieser Stelle:
∂ lny(r)
∂r
∣∣∣
r=0
=−6η g(1) =−3η 2−η(1−η)3 .
Die zwei noch fehlenden Bedingungen ergeben sich daraus, dass an der Anschlussstelle r = d die
Funktion y(r) stetig sein muss. Die Kontaktwerte ergeben sich aus der obigen Lösung der Ornstein-
Zernicke Relation in der Percus-Yevick Näherung.
Paarverteilungsfunktion
Die Paarverteilungsfunktion, die in die Hochtemperaturnäherung (1) eingeht, ist die des weich absto-
ßenden Systems. Analytisch ist aber nur die Paarkorrelationsfunktion des Hartkugelsystems bekannt.
Um dieses Hindernis zu umgehen, wird in erster Näherung angenommen, dass sich die Paarvertei-
lungsfunktion des weich abstoßenden Systems aus der Hintergrundkorrelationsfunktion des Hartku-
gelsystems berechnen läßt als
g0(r)≈ yHS(r) · e−
u0(r)
kT
.
1.3.3 Aufteilung in Referenz- und Störsystem
Die Aufteilung in ein Referenz und ein Störsystem ist willkürlich. Je nach Aufteilung wird zwischen
der Barker-Henderson (BH) und Weeks-Chandler-Anderson-Störungstheorie (WCA) unterschieden.
Eine Diskussion beider Theorien kann z.B. in [27] gefunden werden.
Barker-Henderson Störungstheorie
Die Barker-Henderson-Theorie [17] teilt das Potential am Nulldurchgang auf. Dadurch ensteht ein
weich abstoßender Potentialast und ein sowohl aus abstoßenden als auch anziehenden Anteilen be-
stehender Störterm.
u0(r) =
{
u(r)
0
r < r0
r ≥ r0
us(r) =
{
0
u(r)
r < r0
r ≥ r0
In der ursprünglichen Theorie von Barker und Henderson ist eine einfache empirische Formel zur
Berechnung des Hartkugeldurchmessers d angegeben:
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d =
∫ r0
0
(
1− e− u(r)kT
)
dr
Der mit dieser Formel berechnete Hartkugeldurchmesser stimmt aber nicht mit dem aus der Blip-
Bedingung berechneten überein. Da er ausschließlich von der Temperatur abhängt, vernachlässigt
dieser Ausdruck die Dichteabhängigkeit des Hartkugeldurchmessers.
WCA-Störungstheorie
Weeks, Chandler und Andersen [12, 28] entwickelten eine Störungstheorie, bei der das Wechselwir-
kungspotential im Potentialminimum aufgeteilt wird. Zusätzlich wird der abstoßende Teil um das
Potentialminimum vergrößert. Die Aufspaltung lautet:
u0 =
{
u(r)−umin
0
r < rmin
r ≥ rmin
uS =
{
umin
u(r)
r < rmin
r ≥ rmin
Dabei wird der gesamte abstoßende Ast durch das Hartkugelsystem ersetzt. Dies entspricht bes-
ser der physikalischen Realität. Es hat zur Folge, dass bei hohen Dichten die WCA-Störungstheorie
wesentlich schneller konvergiert. Daher kann auf die zweite Ordnung der störungstheoretischen Ent-
wicklung in Gleichung 1 verzichtet werden.
1.3.4 Störungstheorie für Mehrzentrenmoleküle
Moleküle bestehen aus mehreren Atomen. In einer vereinfachten theoretischen Beschreibung der
Wechselwirkung zwischen zwei Molekülen wird davon ausgegangen, dass sich an jedem Atomplatz
ein Wechselwirkungszentrum befindet. Die Störungsrechnung kann auf solche Mehrzentrenmolekü-
le übertragen werden [13, 14, 29, 30]. Der Herleitungsweg gleicht dem bei Zentralsymmetrie, in den
Formeln tauchen aber immer wieder Mittelungen über die Orientierungen der Moleküle zueinander
auf. Die Helmholtz-Energie in WCA-Störungsrechnung ergibt sich zu
A
NkT =
AHFS
NkT +
2piρ
kT
∫
∞
0
〈
e−
u0(r,ω1,ω2)
kT us(r,ω1,ω2)
〉
ω1,ω2
y(r)r2dr,
wobei die Klammern Winkelmittelungen über die Raumwinkel bedeuten. Auch bei der Mehrzentren-
Störungstheorie wird wiederum das weich abstoßende System durch ein Hartkugelsystem mit glei-
chen thermodynamischen Eigenschaften ersetzt. Dabei werden die Wechselwirkungszentren des
Moleküls durch harte Kugeln ersetzt, wodurch ein HFS (Hard-fused-spheres) Körper erhalten wird.
Mit Hilfe der Blip-Entwicklung wird der entsprechende Hartkugeldurchmesser bestimmt. Das Blip-
Integral wird entsprechend durch∫
∞
0
〈
e−
u0(r,ω1,ω2)
kT − e− uHFS(r,ω1,ω2)kT
〉
ω1,ω2
y(r)r2dr
berechnet.
Für die Helmholtz-Energie des Hartkugelersatzsystems wird die Boublik Nezbeda [31] Gleichung
benutzt:
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AHFS
NkT =
∫ ( 1
1−η +
3αη
(1−η)2 +
3α2η2−α2η3
(1−η)3 −1
)
dη
η = (α
2−1) ln(1−η)+ η(α2+3α−3αη)(1−η)2
Der darin verwendete Antikugelparameter α berechnet sich aus dem Verhältnis von Oberfläche zum
Volumen der verschmolzenen harten Kugeln:
α = 13R
( S
V
)
Die Berechnungen der mittleren Krümmung R und der erforderlichen Oberflächen S und Volumina
V der Hartkugelersatzmoleküle sind nicht trivial. Genaue Details finden sich in [13, 32].
Die Hintergrundkorrelationsfunktion wird wiederum in Percus-Yevick Näherung ausgerechnet. Es
bietet sich aus rechentechnischen Gründen an, die Entwicklung nicht um das Hartkugelsystem, son-
dern um das weich abstoßende System durchzuführen, wodurch die zeitaufwendigen Winkelmitte-
lungen über das weich abstoßende System minimiert werden können. Mathematisch sind aber beide
Entwicklungen gleichwertig.
1.3.5 Festkörpertheorie: Lennard-Jones Devonshire
Nachdem für die Gas- und Flüssigkeitsphasen Modellbeschreibungen gefunden worden sind, muss
auch für die feste Phase eine theoretische Beschreibung erfolgen. In dieser Arbeit wird die Lennard-
Jones-Devonshire (LJD) Theorie zur Beschreibung des festen Zustands verwendet. Sie ist ein an-
harmonisches Modell des Festkörpers und stellt einen Spezialfall einer allgemeinen und exakten
Zelltheorie [33] dar.
Allgemeine Zelltheorie
Grundlage einer allgemeinen Zelltheorie ist wiederum die Zustandssumme. Wird das Integrations-
volumen in Zellen aufgeteilt, ergibt sich die Zustandssumme im kanonischen Ensemble aus einer
Summe über alle Besetzungsmöglichkeiten
Z = ∑ N!m1!m2!m3!...mn!Z(m1...mn),
wobei mi die Anzahl der Teilchen in Zelle i bezeichnet. Dabei ist das Zellintegral Z(m1...mn) durch
Z(m1...mn) =
∫
d3q1 · · ·
∫
d3qne−
U(q1···qn)
kT
gegeben.
Von besonderem Interesse ist bei Festkörpern der Fall, in dem die Zellen nur einfach besetzt sind.
Dieser Term soll als Sonderfall aus der Summe ausgeklammert werden. Für die Zustandssumme
ergibt sich dann
Z = Z(1) ·∑ N!m1!m2!m3!...mn! Z
(m1...mn)
Z(1) = Z
(1) ·σ.
Damit kann die Helmholtz-Energie des Systems dargestellt werden durch
A
NkT =− ln Z =− lnσ− ln Z
(1)(N,V,T )
Λ3N(T ) ,
wobei σ den Einfluss der Mehrfachbesetzungen beinhaltet.
Für Z(1,...1) ergibt sich
12 1 THEORIE
Z(1) = Z(1,...1) =
∫
...
∫
d3Nq e−
U(q1···qn)
kT
.
Im speziellen Fall des Festkörpers wird angenommen, dass die Zellen nur einfach besetzt sind. Dann
fällt in der Helmholtz-Energie der Term der Mehrfachbesetzungen weg (σ = 1) und die Helmholtz-
Energie des Systems ist nur noch durch Z(1) gegeben.
Die potentielle Energie dieses Systems kann allgemein in Paarnäherung aufgeteilt werden in
U = U0 + ∑Ni=1 [Φ(ri)−Φ(ri = 0)]+ ∑Ni, j=1 ∆i j,
wobei U0 die Energie des Systems enthält, wenn sich alle Teilchen in den Zellmittelpunkten befin-
den, der zweite Term einen Korrekturterm zu diesem Term bilden und der dritte Term die Korrelation
mit anderen Teilchen beinhaltet. Eine ausführliche Darstellung findet sich in [33].
Lennard-Jones-Devonshire Theorie
Die Lennard-Jones-Devonshire-Theorie [2, 3] ergibt sich aus der allgemeinen Zelltheorie, wenn drei
Annahmen gemacht werden:
(a) Der Korrelationsterm ∑∆i j wird vernachlässigt.
(b) Die Zellnachbarn werden nicht als lokalisiert, sondern als auf einer Kugeloberfläche “verschmiert”
betrachtet.
(c) Das Zellvolumen wird als kugelförmig angesehen und der Radius dem entsprechenden Zellvolu-
men der Elementarzelle des betrachteten Gitters angepasst.
In dieser Arbeit wird angenommen, dass die feste Phase mit einer flächenzentrierten Elementarzelle
(fcc) auskristallisiert. Beim fcc-Gitter ist dementsprechend der Zellradius durch
r f cc =
(
3
4piρ
) 1
3
gegeben.
Die durch die “Verschmierung” erreichte Kugelsymmetrie läßt das Zellintegral zu einem eindimen-
sionalen Integral werden:
Ares
NkT =− ln
∫ r f cc
0 e
− u(r)−u(0)kT 4pi r2dr + u(0)2kT .
Dabei stellt u(r) die potentielle Energie des betrachteten Teilchens mit allen umgebenden Teilchen
dar und u(0) ist die Summe der Wechselwirkungen, wenn sich das Teilchen im Zellmittelpunkt
befindet. Diese Größen können durch die Integration und Summation
u(r) = 12 ∑Nl=1 cl
∫ 1
−1 u(a2l + r
2−2alr cosθ) d cosθ
ermittelt werden, wobei die cl die jeweiligen Koordinationszahlen, also die Anzahl der Moleküle im
Abstand al der l-ten Nachbarschale darstellt.
Im fcc-Gitter ergeben sich die Abstände und Anzahl der Moleküle der ersten vier Nachbarschalen
zu:
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Schale l al in
(
1
2ρ
) 1
3 Anzahl cl
1 1 12
2
√
2 6
3
√
3 24
4 2 12
In der Herleitung der Helmholtz-Energie bei der Lennard-Jones-Devonshire-Theorie wird von unter-
scheidbaren Teilchen ausgegangen. Dies ist aber in der Wirklichkeit nicht der Fall. Es ergibt sich bei
genauerer Betrachtung eine Korrektur von ∆ALJDkT =−1, die bei der Berechnung der Phasengleichge-
wichte berücksichtigt werden muss.
1.4 Wechselwirkungspotentiale
Die wichtigste Voraussetzung zur theoretischen Berechnung von thermodynamischen Größen ist
die Kenntnis der intermolekularen Wechselwirkung. Erst sie gestattet es, die thermodynamischen
Theorien anzuwenden. Dabei ist die genaue Form des Wechselwirkungspotentials im allgemeinen
unbekannt. Unter bestimmten Annahmen läßt sie sich aus quantenmechanischen ab-initio Rechnun-
gen ermitteln. Da diese Rechnungen aber entweder zeitaufwendig oder für Moleküle zu ungenau
sind, werden meist einfachere semiempirische Potentialmodelle angenommen.
1.4.1 Site-Site Wechselwirkung
Die Gesamtwechselwirkung zwischen Molekülen kann aus der Summe der Wechselwirkungen zwi-
schen den atomaren Bestandteilen dieser Moleküle approximiert werden. Dafür muss ein Modell für
diese sogenannten Site-Site Potentiale erstellt werden. Eine realistische Variante ist das Lennard-
Jones Potential. Es hat die Form
u(r) = 4ε
[(
σ
r
)12− (σ
r
)6]
,
wobei die Potentialtiefe durch ε und der Nulldurchgang des Potentials durch σ gegeben ist. Dabei
ist die Potenzabhängigkeit des attraktiven Asts (∼ 1
r6
) durch quantenmechanische Überlegungen aus
der van-der-Waals-Wechselwirkung gegeben, der repulsive Anteil (∼ 1
r12
) ist allerdings willkürlich.
Obwohl das Lennard-Jones Potential ursprünglich nur zur Beschreibung von Edelgasen verwendet
wurde, hat es sich auch als gutes Potentialmodell für Kohlenstoffatome herausgestellt.
1.4.2 Girifalco-Potential
Werden viele Lennard-Jones Wechselwirkungszentren auf einer Kugeloberfläche verteilt, stellt ei-
ne kugelsymmetrische “Verschmierung” der Wechselwirkungszentren eine sehr gute Näherung dar.
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Befinden sich n Wechselwirkungszentren im Molekül wird durch mittelnde Integration über die Ku-
geloberflächen eines Molekülpaares [34] das sogenannte Girifalco-Potential [35]
u(s = r2R) =
2εn2
45 ·
(
σ
2R
)12 ·[ 1
s(s−1)9 +
1
s(s+1)9 − 2s10
]
− εn23 ·
(
σ
2R
)6 ·[ 1
s(s−1)3 +
1
s(s+1)3 − 2s4
]
erhalten, in dem als zusätzlicher Parameter der Kugelradius R eingeht. Für s ≤ 1 wird u(s) = ∞
angenommen. Im Grenzfall R→ 0 und n = 1 geht das Girifalco-Potential in das Lennard-Jones
Potential über (siehe Abbildung 2).
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Abbildung 2: Normiertes Girifalco-Potential für verschiedene Radien
1.4.3 Normierung
In den thermodynamischen Berechnungen taucht das Wechselwirkungspotential nur als ukT auf. Da-
mit können die Faktoren εn2k als Skalierungsfaktor in die Temperatur mit einbezogen werden. Da
auch alle Integrationsgrenzen in der Thermodynamik gegen Unendlich gehen, kann durch die Ska-
lierung R∗ = Rσ und r
∗ = rσ das Potential von ε und σ unabhängig gemacht werden. Der einzige
variable Parameter im Girifalco-Potential ist deshalb der reduzierte Radius der Kugel auf der sich
die Wechselwirkungszentren befinden.
Aus den Berechnungen werden die wahren Temperaturen, Drücke und Dichten über die Beziehungen
T = T ∗ εn
2
k ,
p = p∗ εn
2
σ3
und ρ = ρ
∗
σ3
erhalten.
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2 Numerik
In diesem Kapitel werden die numerischen Methoden beschrieben, die zur Auswertung der Integrale
und Gleichungen der verwendeten Theorien benutzt werden. Soweit nicht anders angegeben, wurden
alle numerischen Routinen in den Programmiersprachen “Fortran” oder “C” implementiert.
2.1 Berechnung der Helmholtz-Energie
Die Berechnung der Helmholtz-Energie für einen durch Temperatur und Dichte gegebenen Phasen-
punkt ist ein relativ zeitaufwendiger Prozess, da viele Integrationen und Iterationen durchgeführt
werden müssen. Um die Rechenzeit zu reduzieren und wiederholte Berechnungen von Werten bei
der Bestimmung des Phasengleichgewichts zu vermeiden, werden bei einer vorgegebenen Tempera-
tur in einem vorgegebenem Dichteintervall etwa 10 bis 20 Werte für die Helmholtz-Energie berech-
net und in einem Feld zwischengespeichert. Die Zwischenwerte können dann durch ein Polynom
interpoliert werden. Hierzu wird ein Polynom 5. Grades verwendet [36].
Für die Bestimmung des Phasengleichgewichts muss auch der Druck berechnet werden. Da er sich
aus der Ableitung der Helmholtz-Energie nach der Dichte ergibt, kann er im Rahmen des Polynom-
fits analytisch berechnet werden.
2.2 Berechnung des Phasengleichgewichts
Damit Phasen 1 und 2 im Gleichgewicht stehen, müssen die Bedingungen T1 = T2, p1 = p2 und
µ1 = µ2 erfüllt sein. Um diese Bedingungen zu erfüllen, wird in der numerischen Umsetzung eine
Iterationsprozedur durchlaufen. Durch die Verwendung des kanonischen Ensembles ist die Tempe-
ratur der beiden Phasen a priori vorgegeben, so dass das thermische Gleichgewicht erfüllt ist. Der
Gleichgewichtsdruck und das chemische Potential im Gleichgewicht werden durch folgendes Itera-
tionsschema erhalten:
Zunächst wird in der dichteren Phase eine Anfangsdichte vorgegeben, bei der mittels der Helmholtz-
Energie Druck und chemisches Potential dieser Phase bestimmt werden. Nun wird in der weniger
dichten Phase durch ein Intervallschachtelungsverfahren der Dichtewert gesucht, bei dem beide Pha-
sen denselben Druck besitzen. Damit sind schon zwei Gleichgewichtsbedingungen, Temperatur- und
Druckgleichheit erfüllt. Im allgemeinen werden aber die chemischen Potentiale beider Phasen noch
nicht übereinstimmen. Diese Differenz wird bestimmt.
Die gleiche Prozedur wird in einem zweiten Schritt mit einer anderen Startdichte durchgeführt. Die
Differenzen der chemischen Potentiale werden durch Einschränkung des Suchbereichs so gewählt,
dass eine positiv und die andere negativ ist. Durch ein weiteres Intervallschachtelungsverfahren kann
der Druck bestimmt werden, an dem auch die chemischen Potentiale beider Phasen übereinstimmen.
Damit sind dann die Gleichgewichtsdichten und der Druck in Abhängigkeit der vorgegebenen Tem-
peratur bestimmt.
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Die Wahl der dichteren Phase als Ausgangspunkt der Iteration begründet sich in der dort stärkeren
Druckabhängigkeit, die eine genauere numerische Bestimmung des Gleichgewichts ermöglicht.
2.2.1 Kritischer Punkt
Oberhalb des kritischen Punkts existiert nur noch eine fluide Phase, der Unterschied zwischen einer
flüssigen und einer gasförmigen Phase verschwindet. Das System durchläuft unterhalb des kritischen
Punkts im ρ, p-Diagramm eine van-der-Waals-Schleife, die durch die Koexistenzpunkte der flüssigen
und gasförmigen Phase verläuft. In Annäherung an den kritischen Punkt wird diese van-der-Waals-
Schleife kleiner, und die Koexistenzpunkte laufen zusammen. Am kritischen Punkt verschwindet
sie, womit auch die erste und zweite Ableitung des Drucks verschwinden. Der kritische Punkt ist
also durch zwei Bedingungen gekennzeichnet:
∂p
∂V
∣∣∣
Tc,ρc
= ρ
2
N
∂p
∂ρ
∣∣∣
Tc,ρc
≡ 0
und
∂2 p
∂V 2
∣∣∣
Tc,ρc
= ρ
2
N
∂
∂ρ
(
ρ2
N
∂p
∂ρ
)∣∣∣
Tc,ρc
≡ 0
In unmittelbarer Nähe des kritischen Punkts zeigt die Gleichgewichts-Temperatur eine Potenz-Ab-
hängigkeit von der Dichte [8]. Um die Lage des kritischen Punkts genau zu bestimmen, kann deshalb
eine Funktion der Form
T (ρ) = Tc + b · |ρ−ρc|d
an die berechneten Phasengleichgewichtspunkte angepasst werden, wobei Tc, ρc, b und d Fitpara-
meter sind (siehe Abbildung 3). Die kritische Temperatur Tc und die kritische Dichte ρc können über
diesen Fitprozess ermittelt werden [37].
Zu jedem Gleichgewichtsdruck existiert genau eine Gleichgewichtstemperatur und umgekehrt (Dampf-
druckkurve). Damit ist die Bestimmung des kritischen Punkts im ρ,T -Diagramm gleichwertig mit
der im ρ, p-Diagramm.
Die Bestimmung des zugehörigen kritischen Drucks wird im T−1, ln p-Diagramm durchgeführt.
Dort ist die Dampfdruckkurve nach Clausius-Clapeyron näherungsweise eine Gerade, deren Stei-
gung die Verdampfungsenthalpie Hv angibt. Trotzdem die Bedingung einer vernachlässigbaren Gas-
dichte gegenüber der Flüssigkeitsdichte am kritischen Punkt nicht mehr erfüllt ist, sind die Abwei-
chungen von der Geradenform klein. Somit kann durch einen Fit an die Funktion
ln p(T ) =− HvRT + Av
die Verdampfungsenthalpie bestimmt werden. R ist die Gaskonstante (R = 8.31451JK−1mol−1) und
Av ist hier der y-Achsenabschnitt. Um eventuelle Abweichungen von der Geradenform zu berück-
sichtigen, werden nur die Druckwerte in der Nähe des kritischen Punkts an die Gerade angepasst.
Danach können die Werte für die kritische Temperatur aus dem vorausgegangenen Fitprozess in die
Geradengleichung eingesetzt werden, um den kritischen Druck pc zu bestimmen.
Die Dichtebereiche der beiden Phasen, in denen das Phasengleichgewicht bestimmt wird, müssen
2.2 Berechnung des Phasengleichgewichts 17
vorgegeben werden. Beim flüssig-gasförmig Gleichgewicht wird dies in Annäherung an den kriti-
schen Punkt schwieriger, da die genaue Lage dieses Punkts bekannt sein müsste, um einen Such-
bereich eingrenzen zu können. Behelfsweise kann der Mittelwert der berechneten Gleichgewichts-
dichten herangezogen werden, um eine Ober- bzw. Untergrenze des Suchbereichs der Gas- bzw.
Flüssigkeitsphase zu ermitteln.
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
T
 *
ρ∗
Tc
*
Abbildung 3: Ermittlung des kritischen Punkts
2.2.2 Tripelpunkt
Im T−1, ln p-Diagramm gehorcht auch der fest-gasförmig Übergang dem Clausius-Clapeyron-Gesetz
und ist deshalb durch eine Gerade gekennzeichnet. Die Geradensteigung ist hier durch die Sub-
limationsenthalpie gekennzeichnet. Es liegt nun nahe, den Tripelpunkt aus dem Schnittpunkt der
Sublimations- und der Dampfdruckgeraden zu ermitteln. Leider ist der Fehler durch die logarithmi-
sche bzw. reziproke Auftragung in den Werten für p und T groß, so dass dieses Verfahren ungeeignet
ist.
Stattdessen wird der Tripelpunkt durch die Schnittpunkte der Dichten zwischen dem fest-gas und
dem fest-flüssig Übergang berechnet. Dazu werden diese Dichten stückweise durch ein Polynom 4.
Grades interpoliert bzw. extrapoliert und die Schnittpunkte mittels einer Intervallschachtelung ge-
sucht [36]. Es ergeben sich die Tripelpunktsdichten und die Tripelpunktstemperatur. Da es insgesamt
drei Schnittpunkte für die Dichten gibt, variieren die ermittelten Tripelpunktstemperaturen ein we-
nig. Die Abweichungen sind jedoch nur schwach. Um den Tripelpunktsdruck zu erhalten, wird die
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Tripelpunktstemperatur in die Geradengleichung eingesetzt, die sich aus der Dampfdruckkurve in
der T−1, ln p-Auftragung ergibt.
Leider zeigt auch dieses Verfahren einen relativ großen Fehler in der Druckbestimmung. Das liegt
vor allem daran, dass die Tripelpunktstemperaturen im allgemeinen bei sehr kleinen Werten liegen,
bei denen sich kleinste Fehler durch die Fehlerfortpflanzung extrem bemerkbar machen. Während
die kritischen Drücke relativ genau bestimmbar sind, ist bei den Tripelpunktsdrücken Vorsicht ge-
boten.
2.3 Virialentwicklung
Zur Berechnung der Integrale für den zweiten und dritten Virialkoeffizienten können Simpson-
Integrationen verwendet werden. Dabei können insbesondere bei den Mehrfachintegralen die öfter
verwendete Werte zwischengespeichert werden, was die Berechnungen erheblich beschleunigt. Da
die Simpson-Integration [38] nur eine ungerade Stützstellenzahl zulässt, müssen Integrale, die eine
gerade Stützstellenzahl verlangen, mittels einer erweiterten Simpson-Regel berechnet werden:
Die Grundlage der Simpson-Integration ist ein Polygonzug dritten Grades, der mittels der Lagrange-
Formel durch drei aufeinanderfolgende Punkte gelegt wird. Dieser kann dann analytisch integriert
werden, wodurch sich die klassischen Simpson-Koeffizienten 13 ,
4
3 ,
1
3 ergeben. Bei gerader Streifen-
zahl wird im Randbereich zwar durch drei Punkte das Polynom gelegt, aber nur ein Streifen berech-
net. So kann der Verlust einer Integrationsordnung vermieden werden. Es ergeben sich die Koeffizi-
enten 512 ,
8
12 ,− 112 .
Die Berechnung des Integrals D6 für den vierten Virialkoeffizienten ist infolge des auftretenden 6-
fach Integrals kompliziert und mit üblichen Integrationsmethoden zu zeitaufwendig. Die Winkelinte-
gration kann jedoch durch eine Entwicklung nach Legendre Funktionen [9, 38] erheblich vereinfacht
werden. Unter Ausnutzung der Orthonormalität der Legendre Polynome zerfällt das 6-fach Integral
in eine Summe über dreifach-integrale, die mit der Simpson-Regel berechnet werden können.
D6 = ∑∞n=0 n(2n+1)2
∫
∞
0
∫
∞
0
∫
∞
0 f1 f2 f3 r21r22r23 An(r1,r2)An(r2,r3)An(r3,r1) dr1dr2dr3
Die A ergeben sich aus
2An
2n+1 =
∫ +1
−1 fi j ·Pn(cosθi j)d cosθi j
wobei Pn(x) ein Legendre Polynom n-ter Ordnung und fi j = f (ri,r j,θi j) mit θi j als dem zwischen
ri und r j eingeschlossenem Winkel ist. Durch diese Entwicklung wird die Rechenzeit erheblich ver-
kürzt, da die Summe nach dem dritten Term abgebrochen werden kann. Die Koeffizienten werden
mittels einer Simpson-Integration mit 1025 Stützstellen ermittelt, wobei die Funktionswerte der Le-
gendre Polynome einer Routine aus [36] entstammen.
2.4 Störungstheorie 19
2.4 Störungstheorie
2.4.1 Integrationen
Alle bei der Störungstheorie erforderlichen Integrationen werden mit der Simpson-Regel durchge-
führt. Dabei wurde der Integrationsbereich in 1200 Teilbereiche zerlegt, die in Abhängigkeit vom
Hartkugeldurchmesser eine Diskretisierungsbreite von ∆r∗ = ∆rσ = d
∗/200 hatten.
2.4.2 Cutoff-Korrektur
Bei der Behandlung aller in der Thermodynamik vorkommenden Integrale ist Vorsicht geboten:
Da die Integrale die Grenzen 0 und ∞ haben, die Integration aus numerischen Gründen aber nur
in einem endlichen Gebiet stattfindet, muss eine sogenannte Cutoff-Korrektur durchgeführt werden.
Die Integrationsvariable r wird jenseits des Cutoff-Radius rc durch s = 1r substituiert und das Integral
in eine Summe aus zwei Integralen zerlegt [36]. Es ergibt sich nach Einsetzen der Substitution∫
∞
0 f (r)r2dr =
∫ rc
0 f (r) r2dr +
∫ 1
rc
0 f (s−1) s−4ds.
Beide Integralanteile können leicht mit Hilfe gängiger Integrationsverfahren, z.B. der Simpson-
Regel ausgewertet werden.
Einige Funktionen, wie z.B. die Paarverteilungsfunktion, sind jedoch nur bis zum Cutoff-Radius
definiert. Deshalb müssen entsprechende Annahmen gemacht werden, wie sich diese Funktionen
jenseits dieses Radius verhalten. Der Wert des Cutoff-Radius beträgt hier 6d∗. Damit ist gewährlei-
stet, dass die Schwankungen in der Paarkorrelationsfunktion weitgehend abgeklungen sind. Jenseits
dieses Radius kann die Paarkorrelationsfunktion approximativ eins gesetzt.
2.4.3 Zerlegung des Paarpotentials
Die Zerlegung des Paarpotentials in einen repulsiven und einen attraktiven Anteil erfolgt, je nach ver-
wendeter Störungstheorie, durch numerische Suche des Minimums oder des Nulldurchgangs durch
ein Bisektionsverfahren und Aufspaltung an dieser Stelle [36].
2.4.4 Hintergrundkorrelationsfunktion
Im Fall des Hartkugel-Referenzpotentials ist für y(r) eine analytische Lösung der Percus Yevick
Gleichung im Kugelinneren bekannt. Im Außenbereich muss eine numerische Lösung ermittelt wer-
den. Diese kann nach dem in [39, 40] beschriebenen Verfahren berechnet werden, das im wesentli-
chen dem von Perram [41] vorgeschlagenem entspricht.
Perram ermittelt die Lösung der Percus-Yevick Gleichung für r∗ > 1 für ein Hartkugelsystem durch
Diskretisierung der Ornstein-Zernicke Relation mittels der Trapez Regel [38]. Die Hintergrundkor-
relationsfunktion für ein Hartkugelsystem ist im Bereich r∗ > 1 mit der Paarverteilungsfunktion
g(r∗) identisch.
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In der Ornstein-Zernicke Gleichung wird h(r) = g(r)−1 diskretisiert, angedeutet durch einen Feld-
index i. Mit hi ist also h(i∆r∗) gemeint. Dies führt auf folgendes Iterationsschema:
[r∗h]n+k =
12η∆r∗∑ j=n−kj=0 q j [r∗h]n+k− j
1−6η∆r∗q0
wobei
qi = 12
1+2η
(1−η)2 ((i∆r
∗)2−1)− 1.5η(1−η)2 (i∆r∗−1)
und
[r∗h]n = −1+4.5η+2η
2
2·(1−η)2
mit r∗i = i∆r∗. Hierbei ist das Diskretisierungsinkrement ∆r∗.
Die Iteration startet an einem festen Wert n = 1∆r∗ , d. h. genau beim Hartkugelradius. Danach können
sukzessiv alle Werte für h(r) aus den vorhergehenden Werten berechnet werden.
Die Werte von y(r) für r∗i < 1 werden, wie im Theorieteil beschrieben, durch ein Polynom dritten
Grades bestimmt.
Auf die Verlet-Weis und die Grundke-Henderson Korrektur wurde bewusst verzichtet, um eine Ver-
gleichbarkeit der Ergebnisse mit den Entwicklungen nach Fischer [42] zu gewährleisten.
2.4.5 Ermittlung des Hartkugelparameters
Der Hartkugelparameter, bei dem das Blip-Integral verschwindet, wird durch ein Intervallschachte-
lungsverfahren bestimmt. Bei jedem Schritt wird der Wert des Blip-Integrals mittels der Simpson-
Regel berechnet. Dabei muss beachtet werden, dass die Integration am Nulldurchgang in zwei An-
teile aufgeteilt wird, da der steile Anstieg des Integranden in diesem Bereich sonst zu erheblichen
numerischen Fehlern führen würde. Eine Cutoff-Korrektur ist nicht erforderlich, da der Integrand
sehr schnell auf Null abfällt.
2.4.6 Berechnung des Störanteils
Der Störanteil kann durch eine Simpson-Integration unter Verwendung der Paarverteilungsfunktion
ermittelt werden. Es muss aber eine Cutoff-Korrektur durchgeführt werden, da im Gegensatz zum
Blip-Integral der Integrand nicht schnell genug auf Null abfällt. Da jenseits des Cutoff-Radius keine
Werte für die Paarverteilungsfunktion mehr tabelliert sind, wird angenommen, dass sie dort den Wert
1 annimmt. Durch Transformation der Integrationsvariablen kann die Cutoff-Korrektur bestimmt
werden.
2.5 Mehrzentrenmoleküle
Die numerische Behandlung von Mehrzentrenmolekülen verlangt eine leicht abgeänderte Vorge-
hensweise. Die Störungstheorie wird in WCA-Näherung durchgeführt. Die Blip-Entwicklung ge-
schieht dabei um das Hartkugelsystem, da in diesem Fall die relativ zeitaufwendige Winkelmitte-
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lung für das weich abstoßende System nur einmal pro vorgegebener Temperatur durchgeführt wer-
den muss. Dadurch werden die Berechnungen erheblich beschleunigt. Alle Integrale haben einen
Cutoff-Radius von 5σ und werden mit 1025 Stützstellen berechnet.
2.5.1 Winkelmittelung nach Conroy
In den Berechnungen für mehrzentrige Moleküle tauchen immer wieder Winkelmittelungen auf.
Werden Euler Winkel benutzt, benötigen diese Winkelmittelungen 5-fach Integrationen, die zu ei-
nem hohen Rechenzeitbedarf führen. Das Conroy Verfahren [43] bietet die Möglichkeit, Winkelinte-
grationen unter starker Verminderung der erforderlichen Integrationsschritte zu berechnen. In dieser
Arbeit wurde das Conroy Verfahren mit 3022 Stützstellen verwendet, das sich auch in [13, 15] als
ausreichend herausgestellt hatte.
2.5.2 Zweiter Virialkoeffizient
Zur Ermittlung des zweiten Virialkoeffizienten muss zunächst für jeden Abstandswert eine Winkel-
mittelung nach Conroy durchgeführt und die so erhaltenen Werte mittels der Simpson-Regel nume-
risch integriert werden. Jenseits des Cutoff-Radius wird der Integrand analytisch integriert, wobei
die Winkelabhängigkeit vernachlässigt und die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion nach
dem ersten Glied abgebrochen wird. Zusätzlich wird die Wechselwirkung nur durch den führenden
r−6 Term des Lennard-Jones Potentials approximiert. Die Boyle-Temperatur, die sich als Nulldurch-
gang des Virialkoeffizienten ergibt, wird durch ein Intervallschachtelungsverfahren ermittelt. Ebenso
wird die Inversionstemperatur mit Hilfe der Formel [15]∫
∞
0
[
1−
〈(
1− u(r,ωi,ω j)kT
)
· e−
u(r,ωi,ω j)
kT
〉
ωi,ω j
]
r2dr = 0
durch Intervallschachtelung berechnet. Die Cutoff-Korrektur kann hier entfallen, da der Integrand
jenseits des Cutoff-Radius sehr kleine Werte annimmt.
2.5.3 Hintergrundkorrelationsfunktion
Da die Störentwicklung um das weich abstoßende System durchgeführt wird, muss auch die Hin-
tergrundkorrelationsfunktion dieses Systems berechnet werden. Dazu wird die Ornstein-Zernicke
Gleichung in Percus Yevick Näherung benutzt, in die das über den Boltzmannfaktor winkelgemit-
telte Potential eingeht. Zur Berechnung der Hintegrundkorrelationsfunktion wird ein Iterationsver-
fahren verwendet, das in wesentlichen Zügen mit dem von Duh und Haymet [44] vorgeschlagenen
übereinstimmt:
Durch die Definition der indirekten Korrelationsfunktion
γ(r) = h(r)− c(r)
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und die Ersetzung von h(r) in der Ornstein Zernicke Gleichung, geht diese nach Fouriertransforma-
tion in die Fourierdarstellung
γ˜(k) = ρc˜(k)
2
1−ρc˜(k)
über. Die Percus Yevick Näherung erhält dann im Ortsraum die Form
c(r) =
(〈
e−
u(r,ωi,ω j)
kT
〉
ωi,ω j
−1
)
· (1 + γ(r)).
Die Fourier-Bessel Integrale
c˜(k) = 4pi
∫
∞
0 c(r)
sinkr
kr r
2dr
und
γ(r) = 4pi
∫
∞
0 γ˜(k) sinkrkr k2dk
können durch Fast-Fourier Transformationen (FFT) [36] berechnet werden. Die Funktionen γ(r) und
c(r) werden diskretisiert.
Im ersten Schritt werden Anfangswerte für die indirekte Korrelationsfunktion γi = γ(ri) vorgegeben.
Die direkte Korrelationsfunktion ci wird durch den Percus Yevick Ansatz berechnet. Durch schnelle
Fouriertransformation FFT kann mit der erhaltenen Fouriertransformierten c˜i in die Ornstein Zer-
nicke Gleichung im k-Raum eingegangen werden. Das Ergebnis wird wieder fouriertransformiert
und neue Werte für yi ermittelt. Mit diesem neuen Wert kann der Vorgang wiederholt werden,
bis Konvergenz erreicht ist. Bei hohen Dichten kann eine Mischung zwischen der vorhergehenden
und neuen Iterationslösung zur Verbesserung der Konvergenz erfolgen. Das Verfahren konvergiert
schnell und ist unempfindlich gegenüber den Startwerten für γi.
2.5.4 Störanteil
Der Störanteil wird nach Winkelmittelung mittels der Simpson-Regel ausgewertet. Eine Cutoff-
Korrektur muss durchgeführt werden. Dazu wird die Exponentialfunktion in einer Taylor-Reihe
entwickelt und nach dem zweiten Glied abgebrochen. Zusätzlich wird der repulsive Anteil vernach-
lässigt und für den attraktiven Ast eine r−6 Abhängigkeit approximiert [13]. Die Integration ergibt
einen Korrekturanteil von
Acuto f f
NkT =−n2 8piρ
∗
3T ∗ · r3c .
2.6 Lennard-Jones-Devonshire-Theorie
Auch die numerische Behandlung der Lennard-Jones-Devonshire-Theorie verlangt die Lösung von
Integralen. Ebenso wie in den vorangegangenen Abschnitten können Simpson-Integration verwendet
werden. Dabei muss in der LJD-Theorie die “Verschmierung” der Nachbarmoleküle auf Kugelober-
flächen berechnet werden. Die Berücksichtigung von mehreren Schalen gelingt durch Mittelung des
jeweiligen Potentials. Dabei kann die Mittelung über das Girifalco-Potential analytisch erfolgen:
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Die Mittelung über eine Kugeloberfläche über die nächsten Nachbarn im Abstand a ist definiert
durch
u(r) = 12
∫ pi
0 u(
√
a2 + r2−2ar cosθ)d cosθ
Durch die Substitution von x =
√
a2 + r2−2ar cosθ/(2R), mit R als Molekülradius, kann das Inte-
gral vereinfacht werden:
u(r) = R
2
ar
∫ a+r
2R
|a−r|
2R
u(2R · x)xdx
Im Girifalco-Potential kommen zwei Arten von Integralen vor
R2
ar
∫ a+r
2R
|a−r|
2R
1
x(x±1)n · xdx = R
2
ar
1
n−1 · 1(x±1)n−1
∣∣∣ a+r2R|a−r|
2R
und
R2
ar
∫ a+r
2R
|a−r|
2R
1
xn
· xdx = R2
ar
1
n−2 · 1xn−2
∣∣∣ a+r2R|a−r|
2R
.
Die gesamte Wechselwirkung bei Berücksichtigung von n Schalen ergibt sich zu
u(r) = ∑nl=1 clul(r)
mit den
ul(r) = R
2
alr
· 2εn245 ·
(
σ
2R
)12 · 18 ·[ 1(x−1)8 + 1(x+1)8 − 2x8 ]∣∣∣ al+r2R|al−r|
2R
− R2
alr
· εn23 ·
(
σ
2R
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Um genügend Nachbarmoleküle zu berücksichtigen, wurden hier 100 Schalen aufsummiert. Dazu
wurden die Abstände der Nachbarschalen mit Hilfe eines Programms berechnet. Das zugrundelie-
gende fcc-Gitter kann als Überlagerung von vier sc-Gittern dargestellt werden, die jeweils in zwei
Koordinaten um das Grundgitter verschoben sind. Die Entfernungen zum Nullpunkt wird mittels des
Satzes von Pythagoras ermittelt und in einem Histogramm eingetragen. Dabei kann durch Symme-
trieüberlegungen die Rechenzeit erheblich reduziert werden. Aus dem so gewonnenen Histogramm
können Abstände und Anzahl der nächsten Nachbarn entnommen werden.
Im Grenzfall R→ 0, n = 1 müssen für das Girifalco-Potential dieselben thermodynamischen Größen
wie bei der Verwendung des Lennard-Jones Potentials erhalten werden. Insbesondere gilt dies für
die Lage des kritischen Punkts und des Tripelpunkts. Sollten diese Punkte innerhalb der Rechenun-
genauigkeit übereinstimmen, kann auf eine konsistente Behandlung geschlossen werden.
2.7 Fehlerbetrachtung
Die Iterationsprozeduren werden abgebrochen, wenn eine relative Abweichung des Ergebnisses vom
vorhergehenden von < 10−6 erreicht ist. Damit ist eine ausreichende Genauigkeit gewährleistet.
Eine genaue Fehlerbetrachtung der Integrale erweist sich als schwierig, da für die Berechnungen
der Phasengleichgewichte viele Iterationsschritte und somit viele Integralberechnungen verwendet
werden. Die Ordnungen, mit denen die Simpson-Integrale berechnet werden, sind O(h5), wobei
h die Diskretisierungsbreite bedeutet. Dabei muss aber beachtet werden, dass die Berechnung der
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Hartkugel-Paarkorrelationsfunktion nur durch eine Trapez Regel erfolgt, deren Ordnung nur O(h3)
ist.
Bei der Wahl der Diskretisierungsbreite muss abgewogen werden, inwieweit sich numerische Fehler
akkumulieren. Eine zu hohe Diskretisierung führt genauso zu falschen Werten wie eine zu niedri-
ge. Insbesondere bei Verfahren, in denen Iterationen durchlaufen werden, z.B. der Berechnung der
Hartkugel-Paarkorrelationsfunktion, können sich die Rechenfehler aufsummieren. Die angegebenen
Werten sind so gewählt, das eine verlässliche Genauigkeit erreicht wird.
Besonders die Störungstheorien zeigen sich numerisch anfällig. Veränderungen der Diskretisierung
und der Cutoff-Radien verursachen leichte Veränderungen in der residuellen Energie. Nach eini-
gen Tests wurden die angegebenen Einstellungen gewählt, bei denen der Einfluss auf das Resultat
minimiert wurde und eine Stabilität des Verfahrens gewährleistet ist.
Die Lennard-Jones-Devonshire-Theorie zeigt sich sehr unempfindlich gegen die Diskretisierung, so
dass die gewählte Streifenzahl (1025) bei der Simpson-Integration vollkommen ausreichend ist. Die
Summation von 100 Nachbarschalen gewährleistet, dass zur Bestimmung der mittleren Energien
u(0) und ui(r) ausreichend viele Nachbarn berücksichtigt werden.
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3 Ergebnisse und Diskussion
Im folgenden werden die mit den beschriebenen Methoden ermittelten Resultate interpretiert und
mit Literaturdaten verglichen. Durch die Untersuchung der Mehrzentrenmolekülmodelle wird der
Einfluss der Anzahl der Wechselwirkungszentren untersucht. Danach werden zunächst die Flüssig-
keitstheorien anhand eines Systems mit Lennard-Jones Wechselwirkung überprüft und bewertet. An
diesem System wird auch die Lennard-Jones-Devonshire-Theorie der festen Phase getestet.
3.1 Mehrzentrenmoleküle
Bevor ein komplettes Phasendiagramm für Fulleren erstellt wird, ist es sinnvoll, numerisch den
Grenzübergang zum Girifalco-Potential zu untersuchen. Es liegt nahe, zu beobachten, wie sich ther-
modynamische Größen bei Zunahme der Anzahl der Lennard-Jones Wechselwirkungszentren auf
einer Kugeloberfläche verhalten. Der Grenzfall des Girifalco-Potentials ergibt sich bei einer unendli-
chen Anzahl von Wechselwirkungszentren. Der Fall des Buckminsterfullerens ist bei 60 Wechselwir-
kungszentren erreicht. Rechentechnische Gründe lassen es aber nicht mehr zu, diesen Fall in vertret-
barer Zeit zu untersuchen. Es ist jedoch möglich, kleinere Moleküle zu betrachten. In dieser Arbeit
wurden ein Zwei-Zentren (Hantelmodell, Duatomic), drei-Zentren- (Triatomic), Vier-Zentren- (Te-
traedermodell), Sechs-Zentren- (Oktaeder) und ein 12-Zentren-Modell (Ikosaeder) untersucht (Ab-
bildung 4). Zusätzlich wurde auch das Girifalco-Potential (sphärischer Fall) betrachtet .
Abbildung 4: Untersuchte Mehrzentrenmodellmoleküle: Duatomic, Triatomic, Tetraeder, Oktaeder
und Ikosaeder
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3.1.1 Boyle-Temperaturen
Die Boyle-Temperaturen (Abbildung 5) wurden aus dem Nulldurchgang des zweiten Virialkoeffizi-
enten bestimmt. Deutlich erkennbar ist die Annäherung an den sphärischen Grenzfall bei Zunahme
der Zahl der Wechselwirkungszentren. Dabei liegen die Boyle-Temperaturen für den Duatomic und
den Triatomic relativ weit weg vom sphärischen Grenzfall, beim Ikosaeder zeigt sich aber schon
eine deutliche Annäherung. Die erkennbaren Schwankungen für den Duatomic und Triatomic sind
auf die Winkelmittelung zurückzuführen, deren Diskretisierung bei großen Abständen der Wechsel-
wirkungszentren nicht mehr fein genug ist.
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Abbildung 5: Boyle-Temperaturen in Abhängigkeit vom Radius für Mehrzentrenmoleküle.
3.1.2 Inversionstemperaturen
Der Verlauf der Inversionstemperaturen (Abbildung 6) gibt einen weiteren Hinweis auf die Rich-
tigkeit der Beschreibung des C60 mittels des Girifalco-Potentials: Je mehr Wechselwirkungszentren
das Molekül besitzt, desto näher rückt die Inversionstemperatur an den sphärischen Grenzfall her-
an. Der relative Fehler bei 12 Wechselwirkungszentren ist zwar noch recht groß, aber die absoluten
Werte liegen dicht beieinander. Bei einer weiteren Zunahme der Wechselwirkungszentren ist eine
Kugelsymmetrie zu erwarten. Auch hier sind beim Duatomic und beim Triatomic Schwankungen zu
sehen, die auf die Fehler durch die Winkelmittelung zurückzuführen sind.
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Abbildung 6: Inversionstemperaturen in Abhängigkeit vom Radius für Mehrzentrenmoleküle.
3.1.3 Kritische Punkte
Die Ermittlung der kritischen Größen für Mehrzentrenmoleküle ist sehr viel rechenintensiver und
numerisch empfindlicher als die Berechnung der Boyle- und Inversionstemperaturen. Insbesondere
die Winkelmittelung über das Hartkugelsystem wird infolge der größeren Abstände zwischen den
Wechselwirkungszentren mit größer werdendem Umkugelradius ungenauer. Deshalb konnten nur
Kugelradien bis R∗ = 0.31 untersucht werden.
In Abbildung 7 sind die kritischen Temperaturen, kritischer Druck und kritische Dichten in Abhän-
gigkeit vom Umkugelradius für unterschiedliche Molekülmodelle gegeben. Auch hier ist deutlich
die Annäherung an die sphärische Verteilung zu sehen. Offensichtlich ist schon im 12-Zentren Fall
eine ausreichende Sphärizität gewährleistet.
Bei 60 Wechselwirkungszentren, wie im Fall des Buckminsterfullerens, ist eine Behandlung mit dem
Girifalco-Potential also vollkommen gerechtfertigt.
3.2 Test am Lennard-Jones-System
Bei der Betrachtung von rotationssymmetrischen Potentialen bietet sich als Referenz ein System
mit Lennard-Jones 12/6 Wechselwirkung an, dessen Phasendiagramm durch Computersimulationen
weitgehend bekannt ist. Als Referenzdaten für die Phasengleichgewichte werden die Computersi-
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Abbildung 7: Kritische Temperaturen in Abhängigkeit vom Radius für Mehrzentrenmoleküle.
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Abbildung 8: Kritischer Druck in Abhängigkeit vom Radius für Mehrzentrenmoleküle.
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Abbildung 9: Kritische Dichten in Abhängigkeit vom Radius für Mehrzentrenmoleküle.
mulationen von Agrawal und Kofke [45] verwendet, die vor allem die Phasengleichgewichte in der
Nähe des Tripelpunkts ermittelten.
Für die fluiden Phasen dieses System sind die semiempirische van-der-Waals-Zustandsgleichungen
von Mecke und Kolafa bekannt [46, 47], mit denen die Helmholtz-Energie für diese Phasen berech-
net werden kann. Beide Zustandsgleichungen liefern im wesentlichen identische Resultate. Sie sind
Ergebnisse von gemittelten Computersimulationsdaten.
Damit sind für das Lennard-Jones-System Vergleichsdaten gegeben, an denen die hier verwendeten
Theorien überprüft werden können.
3.2.1 Flüssigkeitstheorien
Im einzelnen werden Virialentwicklung und die Störungstheorien von Barker-Henderson und Weeks-
Chandler-Andersen untersucht. Mit diesen Theorien wird das flüssig-gasförmig Gleichgewicht und
der kritische Punkt berechnet.
Die Koexistenzkurve (Binodale), die die Gleichgewichtsdichten der Phasen beschreibt, reagiert sehr
empfindlich auf Veränderungen der Helmholtz-Energie. Sie kann deshalb als Indikator für die Güte
der Flüssigkeitstheorien benutzt werden.
Zusätzlich zu den Werten aus der van-der-Waals-Zustandsgleichung von Mecke, mit deren Werten
für die Helmholtz-Energie die Binodale berechnet werden kann, gibt es eine analytische Beschrei-
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bung der Binodalen von Lotfi et al. [48]. Sie wurde aus Computersimulationsergebnissen für Pha-
sengleichgewichte entwickelt und ist eine empirische Formel für die Dampfdruckkurve:
ln p∗ = 1.2629 ·T ∗−4.8095 ·T ∗−1−0.15115 ·T ∗−4 .
Für die Siededichte wird
ρl = ρ∗c + 0.477 · (T ∗c −T ∗)1/3 + 0.2124 · (T ∗c −T ∗)−0.01151 · (T ∗c −T ∗)3/2,
und für die Taudichte wird
ρv = ρ∗c−0.477 · (T ∗c −T ∗)1/3 + 0.05333 · (T ∗c −T ∗)−0.1261 · (T ∗c −T ∗)3/2
angegeben. Dabei wird als kritische Dichte ρ∗c = 0.31 und für die kritische Temperatur T ∗c = 1.31
angenommen.
Abbildung 10 zeigt den Verlauf der Phasengrenzkurven aus den unterschiedlichen Theorien im Ver-
gleich. Die Virialentwicklung zeigt hierbei das schlechteste Verhalten, obwohl sie die Lage des kri-
tischen Punkts befriedigend wiedergibt. Das Versagen im hohen Dichtebereich ist einleuchtend, da
dort die Entwicklung nach Potenzen der Dichte nicht mehr konvergiert [1].
Die BH-Störungstheorie ist der WCA-Theorie in Bezug auf die Lage des kritischen Punkts überle-
gen, zeigt aber einen deutlich falschen Verlauf der Binodalen. Die Dichte der Flüssigkeit wird zu
klein wiedergegeben. Dabei muss darauf hingewiesen werden, dass die hier verwendete modifizierte
BH-Theorie (die Bestimmung des Hartkugelradius geschieht mit Hilfe des Blip-Integrals und nicht
mit der von Barker und Henderson ermittelten empirischen Formel) unterschiedliche Ergebnisse er-
gibt als die ursprüngliche. Insbesondere die Lage des kritischen Punkts, der bei der ursprünglichen
BH-Theorie bei T ∗c = 1.36 liegt, ist von der hier ermittelten unterschiedlich. Die Bestimmung des
Hartkugeldurchmessers mittels des Blip-Integrals wurde gewählt, weil dies physikalisch fundierter
ist. Die WCA-Theorie zeigt im wesentlichen eine gute Übereinstimmung im Binodalverlauf. Die
T ∗c ρ∗c p∗c Zc =
p∗c
ρ∗cT ∗c
Mecke 1.33 0.33 0.13 0.296
Lotfi 1.31 0.31 0.14 0.345
Virialentwicklung 1.30 0.29 0.12 0.318
Weeks-Chandler-Andersson 1.46 0.31 0.19 0.419
Barker-Henderson 1.27 0.29 0.13 0.353
Tabelle 1: Lage des kritischen Punkts bei unterschiedlichen Theorien.
Lage des kritischen Punkts ist allerdings unbefriedigend. Der kritische Punkt aus der WCA-Theorie
stimmt mit dem aus der Entwicklung für das Lennard-Jones-System von [42] und den Entwicklun-
gen für die Mehrzentrenmoleküle (für R∗ = 0) überein. Das ist insofern bemerkenswert, da dort die
Entwicklung nicht um das Hartkugelsystem erfolgt, sondern um das weich abstoßende. Damit zeigt
sich eine Konsistenz der mathematischen Vorgehensweisen in der Störungstheorie.
Die Kompressibilitäten am kritischen Punkt Zc sollten nach dem Theorem der übereinstimmenden
Zustände eine universelle Konstante sein. Für ein van-der-Waals-System würde diese bei 0.375
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liegen, in der Natur liegen die Kompressibilitäten bei Werten um 0.29 (He hat 0.300, C6H6 hat
0.274). Die Störungstheorien und insbesondere die WCA-Theorie zeigen relativ große Abweichun-
gen von diesem Wert (ca. 30%). Die Virialentwicklung und Simulationsresultate geben bessere Wer-
te, obgleich auch diese Werte Abweichungen um 15% zeigen. Eine Kontrolle der Weeks-Chandler-
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Abbildung 10: Vergleich der Binodalen für ein Lennard-Jones-12/6-System für verschiedene Theo-
rien.
Andersen-Theorie wurde zusätzlich mit den Werten von Lucas [39, 40] durchgeführt, die reprodu-
ziert werden konnten. Ein Vergleich der residuellen Helmholtz-Energie der Störungstheorie (Ab-
bildung 11) mit den semiempirischen Formeln von Mecke [46] oder Kolafa [47] zeigt, dass die
WCA-Störungstheorie den Verlauf relativ gut wiedergibt. Allerdings zeigen sich bei tiefen Tem-
peraturen und kleinen Dichten größere Abweichungen, die aber in der gesamten Gibbs-Energie nur
einen vernachlässigbaren kleinen Anteil ausmachen, da der Idealgasanteil lnρ∗ dort überwiegt. Auch
bei sehr großen Dichten zeigen sich Abweichungen. Allerdings muss angemerkt werden, dass bei
hohen Dichten auch die Mecke Gleichung ihre Gültigkeit verliert. Es ist bekannt [17], dass Stö-
rungstheorien nicht in der Lage sind, die Virialkoeffizienten korrekt wiederzugeben. Allerdings sind
die Abweichungen, die sich bei der Berechnung des Gleichgewichts für die Gasphase ergeben, zu
vernachlässigen, da der Idealgasanteil lnρ∗ in der Gibbs-Energie in den Berechnungen überwiegt.
Zusätzlich führt die Verwendung einer dritten Theorie auf einen nicht genau zu ermittelnden Tripel-
punkt, da alle drei Theorien für die Beschreibung der unterschiedlichen Phasen (fest, flüssig, gasför-
mig) in Einklang gebracht werden müssen. Aus diesen Gründen wurde auf eine Spezialbehandlung
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Abbildung 11: Residuelle Helmholtz-Energien aus WCA-Theorie und Mecke Gleichung für das
Lennard-Jones-12/6-System für verschiedene Temperaturen und Dichten.
der gasförmigen Phase - wie sie z.B. in [42] durchgeführt wurde - verzichtet.
Der Vergleich der verwendeten Theorien für das Lennard-Jones-System zeigt, dass keine der ver-
wendeten Flüssigkeitstheorien eine wirklich befriedigende quantitative Übereinstimmung mit den
Simulationsergebnissen aufweist. Die WCA-Theorie hat aber gegenüber den anderen Theorien den
Vorteil, dass sie vergleichsweise gute Werte für die Helmholtz-Energie und die Binodale bei mittle-
ren und tiefen Temperaturen liefert. Deshalb wird diese Theorie im folgenden für die Beschreibung
der fluiden Phase von Fullerenmodellen verwendet.
3.2.2 Lennard-Jones-Devonshire-Theorie
Nachdem die verwendeten Flüssigkeitstheorien untersucht wurden, muss eine genauere Betrachtung
der Lennard-Jones-Devonshire (LJD) Festkörpertheorie erfolgen. Auch bei der Untersuchung die-
ser Theorie spielen Phasengleichgewichte eine entscheidende Rolle: Mit einem exakten Ausdruck
für die fluide Phase kann anhand des fest-fluid Gleichgewichts die LJD-Theorie auf Mängel unter-
sucht werden. Für die Helmholtz-Energie der fluiden Phase eines Lennard-Jones-Systems sind die
semiempirischen und hochgenauen van-der-Waals-Zustandsgleichungen (EOS) von Mecke [46] und
Kolafa [47] bekannt. Die sich daraus ergebenden Helmholtz-Energien werden für die fluiden Phasen
in die Phasengleichgewichtsberechnung eingesetzt, während die feste Phase durch die LJD-Theorie
beschrieben wird. Die Simulationsdaten von Agrawal [45] werden als im wesentlichen exakte Refe-
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renzdaten für die fest-flüssig und fest-gasförmig Gleichgewichte verwendet.
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Abbildung 12: Phasendiagramm für das Lennard-Jones-12/6-System im ρ∗,T ∗ Schnitt. Vergleich
zwischen Mecke-LJD-Theorie und Computerresultaten.
Es zeigt sich (Abbildungen 12 und 13), dass sich eine hervorragende Übereinstimmung mit den Si-
mulationsdaten ergibt, wenn ein zusätzlicher Term von ∆G∗ = ∆GNkT = 0.3 zur Helmholtz-Energie
addiert wird. Um die Herkunft dieses Terms zu ermitteln, wurden folgende mögliche Ursachen er-
forscht:
(a) Verschmierungsanteil
Die LJD-Theorie vereinfacht den Festkörper durch die Annahme, dass sich die Moleküle nicht
auf festen Gitterplätzen, sondern in bestimmten Abständen delokalisiert über eine Kugeloberflä-
che “verschmiert” befinden. Um den Einfluss dieses Terms zu ermitteln, werden vergleichsweise die
Helmholtz-Energien mit und ohne Verschmierung ermittelt. Dies geschieht mittels einer Simpson-
Integration in drei Raumdimensionen, bei der jeweils die ersten drei Nachbarschalen berücksichtigt
werden. Die Ergebnisse werden mit der LJD-Theorie bei Berücksichtigung der gleichen Anzahl von
Nachbarschalen verglichen. Abbildung 14 zeigt die Differenzen A∗di f f = A∗lokalisiert − A∗delokalisiert
in den residuellen Helmholtz-Energien mit und ohne “Verschmierungsnäherung”. Die auftretenden
Abweichungen werden geringer mit zunehmender Dichte aber leicht größer mit zunehmender Tem-
peratur. Dieses Verhalten in der Dichte ist einleuchtend, denn bei höheren Dichten sind die Wechsel-
wirkungszentren näher beisammen und die abstoßenden Potentiale “überlappen” mehr und erzeugen
so eine bessere Kugelsymmetrie.
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Abbildung 13: Phasendiagramm für Lennard-Jones-12/6-System im T ∗−1, ln p∗-Schnitt. Vergleich
zwischen Mecke-LJD-Theorie und Computerresultaten.
Insgesamt liegen die Werte aber für den relevanten Dichtebereich in der Größenordnung 0.01, kön-
nen also den Term ∆G∗ = 0.3 nicht erklären. Offensichtlich ist die Verschmierungs-Näherung stim-
mig und hat keinen maßgeblichen Einfluss auf die Helmholtz-Energie. Es zeigt sich sogar, dass bei
Verwendung von mehr Nachbarschalen die “Verschmierungs”-Näherung noch besser wird. Leider
ist dies mit einem sehr hohen rechentechnischen Aufwand verbunden, so dass nur die ersten drei
Nachbarschalen berücksichtigt werden konnten.
(b) Näherung der Elementarzelle als kugelförmig
Die Elementarzelle wird in der LJD-Theorie als kugelförmig angesehen. In Wirklichkeit ist sie je-
doch im fcc-Gitter ein rhombisches Dodekaeder. Um den Einfluss dieser Näherung auf die Ergebnis-
se der LJD-Theorie zu untersuchen, wurde die Integration in drei Dimensionen über die Elementar-
zelle durchgeführt. Die Ergebnisse zeigen, dass sich der Einfluss dieser Näherung als vernachläs-
sigbar herausstellt. Die Werte sind identisch mit der der LJD-Theorie. Das Potential geht in den
Randbereichen der Zelle sehr schnell gegen unendlich, was die Beiträge zum Integral verschwin-
dend klein macht. Die Hauptbeiträge werde durch den Bereich um das Zentrum der Zelle geliefert.
Die hohe Symmetrie des rhombischen Dodekaeders sorgt aber dafür, dass das Potential dort nahezu
kugelsymmetrisch ist.
(c) Mehrteilchenkorrelationen
Cottin [49] konnte zeigen, dass unter Berücksichtigung von Zweiteilchenkorrelationen die Ergeb-
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Abbildung 14: Differenzen der residuellen Helmholtz-Energien bei drei verschiedenen Temperatu-
ren.
nisse verbessert werden können. Dies deutet darauf hin, dass die Herkunft des Korrekturterms von
∆G∗ = 0.3 fast ausschließlich aus Mehrteilchen Korrelationen stammt. In der LJD-Theorie wurden
sie bisher vernachlässigt, da ihre Berücksichtigung extreme mathematisch numerische Probleme mit
sich bringt.
In den Mehrteilchenkorrelationen scheinen Temperatur- oder Dichte-Abhängigkeiten eine nur un-
wesentliche Rolle zu spielen. Im weiteren wird angenommen, dass der Korrekturterm von 0.3 uni-
versellen Charakter hat und auch für das Girifalco-Potential seine Gültigkeit behält.
3.2.3 Phasendiagramm des Lennard-Jones-Systems
Das vollständige Phasendiagramm des Lennard-Jones-Systems mittels der WCA- und LJD-Theorie
zeigen Abbildungen 15 und 16. Im Vergleich zu den Werten von Agrawal zeigt sich, dass die Theo-
rien in der Lage sind, das Phasendiagramm qualitativ richtig wiederzugeben, quantitativ aber Ab-
weichungen bestehen.
Für die charakteristischen Punkte ergeben sich folgende Werte:
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Abbildung 15: Phasendiagramm für das Lennard-Jones-12/6-System im ρ∗,T ∗ Schnitt. Vergleich
zwischen WCA-LJD-Theorie und Simulationsresultaten.
T∗c ρ∗c p∗c T∗t p∗t ρ∗t,v ρ∗t,l ρ∗t,s
diese Arbeit 1.462 0.314 0.192 0.724 0.00195 0.00285 0.82008 0.95524
Agrawal [45] 0.687 0.0011 0.00186 0.85 0.963
Lotfi [48] 1.31 0.31 0.14
Die Übereinstimmung ist insgesamt befriedigend, wobei die größten Abweichungen beim kritischen
Punkt liegen. Dies ist einleuchtend, denn die WCA-Theorie in erster Ordnung reicht dort nicht aus.
Der Tripelpunkt wird in Hinblick auf Temperatur und Dichten der flüssigen und festen Phasen gut
wiedergegeben, wobei allerdings der Wert für die Dichte der Gasphase und der Druck einen großen
relativen Fehler zeigen. Da für die Gasphase in diesem Bereich kleiner Dichte das Idealgasgesetz
ρ∗T ∗ = p∗ Gültigkeit besitzt, ist die Abweichung in der falschen Tripelpunktstemperatur und Tri-
pelpunktsdichte zu suchen. Dies ist vor allem Approximationsfehlern der WCA-Theorie in der Flüs-
sigphase zuzuschreiben. Der absolute Fehler der Gasdichte ist allerdings sehr klein.
3.2.4 Unterkühlung und Überhitzung von Phasengleichgewichten
Alle Phasengleichgewichte können bis in Bereiche verfolgt werden, in denen sie in der Realität nicht
mehr existieren würden: Beispielsweise läßt sich das flüssig-gasförmig Gleichgewicht bis unterhalb
des Tripelpunkts beobachten, wo es real in ein fest-gasförmig Gleichgewicht übergehen würde. Ge-
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Abbildung 16: Phasendiagramm für das Lennard-Jones-12/6-System im T ∗−1, ln p∗ Schnitt. Ver-
gleich zwischen WCA-LJD-Theorie und Simulationsresultaten.
nauso kann das fest-gasförmig Gleichgewicht in Temperaturbereichen oberhalb des Tripelpunkts
analysiert werden, bei dem es in der Realität in ein fest-flüssig oder ein flüssig-gasförmig Pha-
sengleichgewicht zerfällt. Die Übergangspunkte können durch die Gibbs-Energien der jeweiligen
Phasen festgelegt werden. Darauf wurde aber in dieser Arbeit verzichtet, da die Bestimmung des
kritischen Punkts und des Tripelpunkts eine klarere Abgrenzung der Phasengleichgewichte ermög-
licht.
3.3 Phasendiagramme für Fullerenmodelle
Um mittels der WCA- und der LJD-Theorie die Phasendiagramme von Fullerenmodellen zu ermit-
teln, muss noch eine entscheidende Annahme für das Verhalten der Fullerene in der festen Phase
gemacht werden:
Im festen Zustand muss es den Molekülen erlaubt sein zu rotieren, d. h. der Rotationsterm in der
Zustandssumme muss nicht explizit ausgerechnet werden, damit er bei den Berechnungen der Pha-
sengleichgewichte im chemischen Potential kompensiert wird. Dies hat insofern eine Bedeutung, als
dass in diesen Term spezifische Moleküldaten eingehen, wie z.B. das Trägheitsmoment, die dann
berücksichtigt werden müssten.
Diese Annahme ist aber für Fullerene durch die hohe Rotationssymmetrie gerechtfertigt: Mögliche
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Potentialschwellen sind bei den betrachteten Temperaturen zu klein, um die Rotation zu verhindern.
3.3.1 Kritische Punkte
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Abbildung 17: Kritische Temperatur in Abhängigkeit vom Radius.
Abbildungen 17 und 18 zeigen die Abhängigkeit des kritischen Punkts von der Größe des betrachte-
ten Moleküls. Dabei ist eine charakteristische Glockenform zu erkennen, wie sie auch schon bei der
Untersuchung anderer Geometrien gefunden wurde [15]. Die Lage des kritischen Punkts ändert sich
stark mit dem Radius. Der Trend geht zu kleineren Temperaturen und Dichten. Da die betrachteten
Moleküle bei zunehmendem Radius immer größer werden, muss sich dies auch auf die ermittelten
Teilchendichten der charakteristischen Punkte niederschlagen. Allerdings zeigt sich keine Skalie-
rung mit der dritten Potenz des Radius. Die Abnahme der skalierten kritische Temperatur läßt sich
durch die schwächer werdenden attraktiven Wechselwirkungen erklären.
3.3.2 Tripelpunkte
Die Tripelpunktstemperaturen (Abbildung 19) zeigen eine qualitativ ähnliche Abhängigkeit vom Ra-
dius wie die kritischen Punkte. Der Abfall ist allerdings nicht ganz so stark. Dies führt dazu, dass bei
einem bestimmten Radius schließlich der Tripelpunkt mit dem kritischen Punkt zusammenfällt und
oberhalb dieses Radius die flüssige Phase verschwindet (s.u.). Auch bei der Abhängigkeit der skalier-
ten Tripelpunktstemperatur vom Radius spielen - wie schon bei der skalierten kritischen Temperatur
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Abbildung 18: Kritischer Druck in Abhängigkeit vom Radius.
- die mit größeren Radien schwächer werdenden attraktiven Wechselwirkungen die entscheidende
Rolle. Die Werte für den Tripelpunktsdruck (Abbildung 20) weisen starke Schwankungen auf. Dies
ist auf die sehr kleinen Werte für die Tripelpunktstemperatur zurückzuführen, die zu großen Schwan-
kungen bei der Bestimmung des Drucks durch die Dampfdruckkurve führt. Die Tendenz der Werte
zu kleineren Drücken ist allerdings erkennbar. In Abbildung 21 sind die Dichten der Phasen der Tri-
pelpunkte und des kritischen Punkts in logarithmischer Auftragung zu sehen. Die kritische Dichte
und die Flüssigkeitsdichte des Tripelpunkts nähern sich mit zunehmenden Radius an. Ebenso wie
der Tripelpunktsdruck ist auch die Tripelpunktsdichte der Gasphase wegen der Idealgasgleichung,
die in diesem Dichtebereich näherungsweise gilt, mit einem relativ großen Fehler belegt.
3.3.3 Verdampfungsenthalpien
Zur Berechnung der Verdampfungsenthalpie wird angenommen, dass in der Clausius-Clapeyron-
Gleichung die Dichte des Gases sehr viel kleiner als die Dichte der Flüssigkeit ist. Diese Annahme
führt im T ∗−1, ln p∗-Diagramm auf eine Gerade für die Dampfdruckkurve. Die Steigung der Geraden
ergibt die Verdampfungsenthalpie. Abweichungen von der Geradenform in der Nähe des kritischen
Punkts zeigen sich als vernachlässigbar.
Die graphische Auftragung zeigt Abbildung 22. Auch hier ist die charakteristische Glockenform
erkennbar.
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Abbildung 19: Tripelpunktstemperatur in Abhängigkeit vom Radius.
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Abbildung 20: Tripelpunktsdruck in Abhängigkeit vom Radius.
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Abbildung 21: Tripelpunkts- und kritische Dichten in Abhängigkeit vom Radius.
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Abbildung 22: Verdampfungsenthalpien in Abhängigkeit vom Radius.
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3.3.4 Sublimationsenthalpien
Wie im vorhergehenden Abschnitt ergibt im T ∗−1, ln p∗-Diagramm der gas-fest Übergang eine Ge-
rade, deren Steigung die Sublimationsenthalpie angibt.
Die graphische Auftragung der Sublimationsenthalpien gegenüber dem Radius ist in Abbildung 23
zu sehen.
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Abbildung 23: Sublimationsenthalpie in Abhängigkeit vom Radius.
3.3.5 Flüssig-fest Übergang
Der flüssig-fest Übergang besitzt eine vollkommen andere Charakteristik als die beiden anderen
Phasenübergänge. Im Gegensatz zu diesen weist er im T ∗−1, ln p∗-Diagramm eine S-förmige Form
auf und nicht die bei den anderen Phasenübergängen übliche Geradenform. Die Schmelzenthalpie
kann deshalb nur punktweise als Tangentensteigung an dieser Kurve angegeben werden. Im Anhang
sind Tabellen der berechneten Koexistenzwerte angegeben.
3.3.6 Verschwinden der flüssigen Phase
Abbildung 24 zeigt die Abhängigkeit der Lage der kritischen Temperatur und der Tripelpunktstem-
peratur vom Radius im Vergleich. Da bei großen Radien die Abhängigkeiten vom Radius linear
3.3 Phasendiagramme für Fullerenmodelle 43
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
1.6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
T
 *
R*
Tt
*
Tc
*
Abbildung 24: Kritische Temperatur und Tripelpunktstemperatur im Vergleich.
sind, kann durch einen Geradenfit der Punkt ermittelt werden, an dem kritischer und Tripelpunkt zu-
sammenfallen. Der Radius, bei dem dieses Verhalten auftritt, beträgt R∗nl = 1.123. Oberhalb dieses
Radius unterschreitet im ρ∗,T ∗-Diagramm die Binodale des flüssig-gasförmig Übergangs die des
fest-flüssig Übergangs. Eine flüssige Phase ist in diesem Temperaturbereich nur metastabil. Der Tri-
pelpunkt verschwindet. Dass die gas-flüssig Koexistenzkurve trotzdem im Diagramm auftaucht, ist
ein Ergebnis der hier verwendeten Theorien, die zwar die Berechnung von Phasengleichgewichten
ermöglichen, deren relative Stabilität aber nicht einzeln untersucht wurden. Das Verschwinden der
flüssigen Phase ist verständlich, da mit größer werdendem Radius der Einfluss der attraktiven Wech-
selwirkung immer geringer wird und effektiv nur noch der Hartkugelkern übrig bleibt. Das bedeutet,
dass sich auch die thermodynamischen Eigenschaften denen des Hartkugelsystems annähern. Von
diesem System ist bekannt, dass es keinen flüssig-gasförmig Übergang besitzt. Es gibt aber einen
fest-fluid Übergang [1].
In Abbildungen 25 und 26 ist beispielhaft ein System für einen Durchmesser oberhalb des Radius
gezeigt, bei dem die flüssige Phase nur metastabil ist. Der aus den Geradensteigungen ermittelte
“Tripelpunkt” liegt auf der Temperaturskala oberhalb des kritischen Punkts. Die Dampfdruckkurve
endet unterhalb des fest-fluid Übergangs.
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Abbildung 25: Phasendiagramm für R∗ = 1.5 im ρ∗,T ∗ Schnitt.
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Abbildung 26: Phasendiagramm für R∗ = 1.5 im T−1, ln p Schnitt.
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3.4 Phasendiagramm für C60
3.4.1 Potentialparameter
Für den Fall des C60 hat Girifalco [35] durch die Untersuchung der Festkörpereigenschaften Po-
tentialparameter ermittelt. Die von Girifalco angegebenen Werte lauten für den Radius R = 3.549 ·
10−10 m und die anderen Potential Parameter σ = 3.469033 ·10−10 m und ε/k = 33.24701 K.
Der skalierte Radius beträgt R∗ = Rσ = 1.0233 und die Skalierungsfaktoren für Temperatur, Druck
und Dichte ergeben sich zu
εn2
k = 119736 K für die Temperatur,
εn2
σ3
= 3.9583 ·1010 Pa für den Druck und
1
σ3
= 23.954 nm−3 für die Dichte.
Mit den skalierten Werten wurden die Phasendiagramme berechnet (Abbildungen 27 und 28).
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Abbildung 27: Phasendiagramm für C60 im ρ∗,T ∗ Schnitt.
3.4.2 Sublimationsenthalpie von C60
Die Sublimationsenthalpie stimmt hervorragend mit experimentellen Beobachtungen überein. Expe-
rimentell werden Sublimationsenergien in einem Bereich von ca. 170 kJ/mol [50] bis 181.4 kJ/mol
[51] gefunden. Der aus der Geradensteigung berechnete Wert beträgt
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Abbildung 28: Phasendiagramm für C60 im T ∗
−1
, ln p∗ Schnitt.
Hs = 163.8 kJ/mol,
liegt also näherungsweise in diesem Bereich. Dies ist eine Bestätigung der LJD-Theorie der festen
Phase. Der Einfluss des Korrekturterms in der LJD-Theorie zeigt sich als vernachlässigbar: Die
Berechnungen mit und ohne den Term kommen zum selben Ergebnis.
3.4.3 Dichte bei Raumtemperatur
Die Dichte von C60 beträgt bei Raumtemperatur 1.72 gcm−3. Dieser Wert kann durch eine Phasen-
gleichgewichtsberechnung bei Raumtemperatur bis auf 5% genau reproduziert werden. Der Wert
lautet in skalierten Einheiten ρ∗s,exp = 0.060066 und die LJD-Theorie findet ρ∗s,th. = 0.057831. Der
verwendete LJD-Korrekturterm zeigt bei der Berechnung des Phasengleichgewichts keinen Einfluss,
die Berechnungen mit und ohne Korrektur ergeben identische Werte.
3.4.4 Kritischer Punkt
Der Vergleich der Werte für den kritischen Punkt (Tabelle 2) mit anderen Rechnungen zeigt, dass
die WCA-Theorie den kritischen Punkt in der richtigen Größenordnung ansiedelt, aber nicht in der
Lage ist, quantitativ zu überzeugen. Die Abweichungen bei den charakteristischen Größen liegen
bei ca. 10%. Die Tabelle zeigt, dass die hier ermittelten Messwerte eindeutig zu hoch ausfallen,
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T ∗c ρ∗c p∗c
diese Arbeit 0.01875 0.02095 0.00019951
Hasegawa [52] 0.01650 0.01837 k.A.
Caccamo [53] (GEMC) 0.01612 0.01628 k.A.
Hagen [54] (GEMC) 0.01502 0.01716 k.A.
Cheng [55] (MD) 0.01587 0.02338 k.A.
Broughton [56] (MD) 0.01545 0.01795 k.A.
Caccamo [57] (MHNC) 0.01595 0.01711 k.A.
Hasegawa [58] (GMWDYA) 0.01637 0.01711 k.A.
Tabelle 2: Lage des kritischen Punkts für C60 im Vergleich mit Literaturwerten.
was wiederum eine Folge der Approximationsfehler in der WCA-Störungstheorie ist. Die Lage des
kritischen Punkts für C60 ist bei Tc = 2245 K, pc = 78.97 bar und ρc = 0.502 nm−3.
Wird von einem systematischen Fehler ausgegangen und der kritische Punkt mit den Werten des
Lennard-Jones Potentials skaliert, liegt der Wert für die Temperatur bei Tc,korr = Tc · Tc,LJ,realTc,LJ,WCA =
2017 K und damit genau in dem Temperaturbereich, den auch andere Computerberechnungen er-
geben.
T ∗t p∗t ρ∗v ρ∗l ρ∗s
diese Arbeit 0.01751 0.00013354 0.010202 0.031758 0.051210
Hasegawa [52] 0.01570 k.A 0.030892
Caccamo [53] 0.01566 k.A 0.030474
Hagen [54] kein TP
Cheng [55] 0.01482 k.A 0.039408
Broughton [56] kein TP
Hasegawa [58] 0.01620 k.A 0.021126
Tabelle 3: Lage des Tripelpunkts im Vergleich mit Literaturwerten.
3.4.5 Tripelpunkt
Der Vergleich der thermodynamischen Werte für den Tripelpunkt mit den Literaturdaten (Tabel-
le 3) zeigt, dass dieser zu hoch eingeschätzt wird. Es muss aber berücksichtigt werden, dass auch
die Literaturwerte mit starken Schwankungen belegt sind, was sich vor allem in der Tripelpunkts-
dichte der flüssigen Phase niederschlägt. Der Grund hierfür ist vor allem die Wahl der Methoden zur
Berechnung der festen Phase: Bei den Methoden von Cheng [55] und Caccamo [57] wird eine Entro-
pieabschätzung als Gefrierkriterium für die feste Phase gewählt. Hier ist ein durch die LJD-Theorie
bestimmter Wert sicher aussagekräftiger.
Der Tripelpunkt liegt in der vorliegenden Arbeit bei Tt = 2096 K, einer Flüssigkeitsdichte von
ρt,l = 0.761 nm−3 und einem Druck von pt = 52.86 bar. Die Druckangabe sollte wieder mit Vor-
sicht betrachtet werden, da der relative Fehler bei der Tripelpunktstemperaturbestimmung groß ist.
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Ferreira et. al. [59] ermittelten die Tripelpunktstemperatur von C60 auf Tt = 1881K und die kritische
Temperatur zu Tc = 2011.7 K. Die Tripelpunktsflüssigkeitsdichte geben sie mit ρt,l = 0.8447 nm−3
und die kritische Dichte mit ρc = 0.4676nm−3 an. Allerdings wendeten sie ein ab initio Potential zur
Beschreibung der C60 Wechselwirkung an, welches sich im abstoßenden Ast leicht vom Girifalco-
Potential unterscheidet.
C60 besitzt nach der vorliegenden Arbeit einen kleinen Bereich, in dem es flüssig ist. Nach den
vorliegenden Ergebnissen kann erwartet werden, dass zwischen 2096 K bis 2245 K und Dichten von
0.502 nm−3 bis 0.81 nm−3 Buckminsterfulleren als Flüssigkeit vorliegt.
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Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Arbeit wurden Gas-Flüssig-Phasenübergänge von Mehrzentren Modellsubstanzen und Pha-
sendiagramme von Molekülen mit annähernd sphärischem Potential ermittelt.
Es konnte gezeigt werden, dass das Mehrzentren Lennard-Jones-System bei Zunahme der Anzahl
der Wechselwirkungszentren in ein sphärisches System - beschrieben durch das Girifalco-Potential
- übergeht. Damit ist gesichert, dass die Beschreibung von Buckminsterfulleren (C60) mit 60 Wech-
selwirkungszentren mittels des Girifalco-Potentials physikalisch richtig ist.
Bei der Untersuchung von zentralsymmetrischen Potentialen wurden drei Ansätze zur thermody-
namischen Beschreibung der fluiden Phase verwendet: Barker-Henderson-Störungstheorie (BH),
Weeks-Chandler-Andersen-Störungstheorie (WCA) und Virialentwicklung. Dabei wurde festgestellt,
dass keiner dieser Ansätze in der Lage ist, eine perfekte Beschreibung der fluiden Phase zu liefern,
die WCA-Theorie aber die besten Ergebnisse liefert.
Zur Beschreibung der festen Phase wurde die Lennard-Jones-Devonshire (LJD) Theorie verwen-
det unter der Annahme, dass die feste Phase in einer fcc-Struktur erstarrt. Dabei wurden mehr
Nachbarschalen berücksichtigt als in der ursprünglichen Theorie. Außerdem wurde der Ansatz auf
das Girifalco-Potential angewendet. Der Test der Theorie am Phasendiagramm des Lennard-Jones-
Systems mittels eines empirischen und hochgenauen Ansatzes für die Helmholtz-Energie der Flüs-
sigkeit, zeigt eine hervorragende Übereinstimmung mit Computersimulationen. Das läßt auf die prin-
zipiell richtige Beschreibung der Wirklichkeit durch die Lennard-Jones-Devonshire Theorie schlie-
ßen. Um die Ergebnisse zu erzielen, musste jedoch ein konstanter Korrekturterm von ∆G∗ = 0.3 zur
Gibbs-Energie hinzugefügt werden, dessen Herkunft hauptsächlich aus intermolekularen Korrelatio-
nen stammt. Dieser Korrekturterm muss in Zukunft genau ermittelt werden.
Es konnte gezeigt werden, dass Systeme, die über ein Girifalco-Potential wechselwirken, bei sehr
großen Radien ein Verschwinden der flüssigen Phase zeigen. Dieses Verhalten ist auf die Abnahme
der attraktiven Wechselwirkung des skalierten Potentials zurückzuführen. Der Radius, bei dem Tri-
pelpunktstemperatur und kritische Temperatur zusammenfallen, beträgt nach den hier verwendeten
Theorien (WCA und LJD) in skalierten Einheiten R∗nl = 1.123.
Die Anwendung der Theorien auf Buckminsterfulleren (C60) zeigt, dass diese Substanz im Tempe-
raturbereich von 2096 K bis 2245 K und Dichtebereich von 0.502 nm−3 bis 0.810 nm−3 eine flüssige
Phase besitzt. Die Existenz einer flüssigen Phase deckt sich mit den meisten Ergebnissen anderer
Computerberechnungen.
Der Tripelpunkt von C60 liegt nach den vorliegenden Ergebnissen bei Tt = 2096 K bei einer Flüs-
sigkeitsdichte von ρt,l = 0.761 nm−3 und einem Druck von pt = 52.86 bar. Der kritsche Punkt liegt
bei Tc = 2245 K, pc = 78.97 bar und ρc = 0.502 nm−3. Beide Punkte zeigen Abweichungen von ca.
10% von anderen Simulationsergebnissen, was hauptsächlich an der approximativen Beschreibung
der fluiden Phase durch die WCA-Theorie liegt. Die durch die WCA-Theorie ermittelten charakte-
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ristischen Größen liegen durchweg bei zu hohen Temperaturwerten. Allerdings bleibt anzumerken,
dass auch innerhalb der Literaturwerte Schwankungen von bis zu 5% zu verzeichnen sind.
Die Lennard-Jones-Devonshire-Theorie ist in der Lage, die gemessene Sublimationsenthalpie von
Buckminsterfulleren (C60) im Rahmen der Genauigkeit korrekt wiederzugeben. Auch die Dichte
der festen Phase bei Raumtemperatur kann bis auf 5% genau reproduziert werden. Der Korrektur-
faktor für die Gibbs-Energie hat in diesen beiden Fällen einen vernachlässigbaren Einfluss auf die
Ergebnisse.
In Zukunft ist eine Verbesserung der Störungstheorie bzw. die Verwendung eines anderen theoreti-
schen Ansatzes für die flüssige Phase unerlässlich, da die approximative Beschreibung dieser Phase
zu den Abweichungen in den Phasengleichgewichten führt.
Die LJD-Theorie kann weitere interessante Forschungsgebiete öffnen. Beispielsweise sei die Er-
weiterung dieser Theorie auf andere Elemtarzellentypen genannt. Damit können dann Berechnun-
gen von Phasenumwandlungen (sc-fcc,...) in Festkörpern durchgeführt werden, die in der Festkör-
pertheorie von großem Interesse sind.
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A Mehrzentrenmodell: Boyle-Temperaturen
R∗ Duatomic Triatomic Tetraeder Okateder Ikosaeder sph. Grenzfall
0.00 3.41000 3.41792 3.41792 3.41792 3.41792 3.41792
0.05 3.20377 3.20119 3.19619 3.19561 3.19540 3.19618
0.10 2.76246 2.69155 2.66184 2.65585 2.65729 2.65771
0.15 2.30416 2.15820 2.06683 2.04139 2.04318 2.04192
0.20 1.94732 1.72105 1.57846 1.51546 1.50940 1.50620
0.25 1.63326 1.36368 1.20796 1.11757 1.10186 1.09579
0.30 1.45576 1.12758 0.93988 0.83687 0.80612 0.79862
0.35 1.27664 0.95047 0.75249 0.63961 0.59816 0.58773
0.40 1.15295 0.79979 0.61412 0.49981 0.45199 0.43829
0.45 1.05291 0.69104 0.50826 0.39876 0.34606 0.33162
0.50 0.94579 0.61144 0.43513 0.32517 0.27070 0.25458
0.55 0.87621 0.55433 0.37626 0.27036 0.21370 0.19817
0.60 0.83583 0.51096 0.33415 0.22653 0.17348 0.15630
0.65 0.78539 0.46613 0.29269 0.19444 0.14153 0.12479
0.70 0.76569 0.43105 0.26974 0.16784 0.11707 0.10077
0.75 0.76083 0.39925 0.24489 0.14744 0.09906 0.08222
0.80 0.73765 0.37507 0.22440 0.13510 0.08438 0.06774
0.85 0.73435 0.35245 0.20981 0.12201 0.07222 0.05630
0.90 0.72180 0.35367 0.19931 0.11090 0.06350 0.04718
0.95 0.70066 0.35614 0.18640 0.10098 0.05527 0.03984
1.00 0.75776 0.34337 0.18217 0.09425 0.04906 0.03388
1.05 0.73351 0.33752 0.17789 0.08877 0.04440 0.02900
1.10 0.74016 0.34123 0.17597 0.08308 0.03966 0.02498
52 B MEHRZENTRENMODELLE: INVERSIONSTEMPERATUREN
B Mehrzentrenmodelle: Inversionstemperaturen
R∗ Duatomic Triatomic Tetraeder Oktaeder Ikosaeder sph. Grenzfall
0.00 6.43080 6.43080 6.43080 6.43080 6.43080 6.43080
0.05 6.03619 6.02667 6.01735 6.01637 6.01597 6.01734
0.10 5.18878 5.07364 5.01869 5.00778 5.01048 5.01119
0.15 4.33033 4.07229 3.90236 3.85567 3.85920 3.85685
0.20 3.65434 3.24886 2.98271 2.86594 2.85508 2.84917
0.25 3.10696 2.57424 2.28307 2.11489 2.08628 2.07499
0.30 2.70345 2.12761 1.77590 1.58379 1.52710 1.51323
0.35 2.38051 1.79217 1.42087 1.21002 1.13329 1.11391
0.40 2.14047 1.50679 1.15857 0.94484 0.85612 0.83067
0.45 1.96121 1.30055 0.95763 0.75300 0.65514 0.62833
0.50 1.80139 1.14978 0.81866 0.61333 0.51209 0.48211
0.55 1.68620 1.04117 0.70699 0.50914 0.40386 0.37505
0.60 1.60278 0.95890 0.62700 0.42593 0.32747 0.29558
0.65 1.49785 0.87376 0.54822 0.36496 0.26681 0.23578
0.70 1.44671 0.80708 0.50460 0.31441 0.22037 0.19020
0.75 1.39133 0.74645 0.45728 0.27569 0.18618 0.15503
0.80 1.36247 0.70022 0.41833 0.25212 0.15830 0.12758
0.85 1.32672 0.65747 0.39036 0.22723 0.13523 0.10592
0.90 1.36314 0.65846 0.37001 0.20606 0.11868 0.08865
0.95 1.35092 0.63494 0.34095 0.18703 0.10391 0.07477
1.00 1.38094 0.65340 0.33224 0.17355 0.09120 0.06350
1.05 1.39284 0.63047 0.32757 0.15980 0.08136 0.05429
1.10 1.33427 0.64611 0.32675 0.15467 0.07334 0.04669
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C Mehrzentrenmodelle: Kritische Punkte
Skalierte kritische Temperaturen
R∗ Duatomic Triatomic Tetraeder Oktaeder Ikosaeder sph. Grenzfall
0.01 1.45211 1.45265 1.45436 1.45606 1.45592 1.45375
0.02 1.44283 1.44371 1.44257 1.44284 1.44241 1.44324
0.03 1.42550 1.42595 1.42482 1.42579 1.42537 1.42562
0.04 1.40239 1.40186 1.40144 1.40170 1.40087 1.40182
0.05 1.37390 1.37092 1.37051 1.37213 1.37255 1.37225
0.06 1.34177 1.34026 1.33906 1.33723 1.33576 1.33734
0.07 1.31196 1.30309 1.29969 1.29929 1.29610 1.29796
0.08 1.27307 1.26115 1.25737 1.25653 1.25364 1.25518
0.09 1.23820 1.22020 1.21242 1.20941 1.20834 1.20952
0.10 1.20229 1.17582 1.16506 1.16311 1.16061 1.16174
0.11 1.16706 1.13029 1.11500 1.11637 1.11221 1.11250
0.12 1.13019 1.09105 1.06965 1.06562 1.06236 1.06258
0.13 1.09692 1.04598 1.02306 1.01671 1.01344 1.01277
0.14 1.06162 1.00267 0.97880 0.96717 0.96287 0.96303
0.15 1.02886 0.96370 0.92881 0.92041 0.91515 0.91431
0.16 0.99781 0.92422 0.88741 0.87147 0.86680 0.86663
0.17 0.96985 0.88960 0.84299 0.82654 0.82350 0.82025
0.18 0.93963 0.85103 0.80298 0.78590 0.77669 0.77571
0.19 0.91472 0.81754 0.76758 0.74334 0.73361 0.73269
0.20 0.88698 0.78289 0.72897 0.70305 0.69382 0.69194
0.21 0.86134 0.75388 0.70167 0.66567 0.65486 0.65281
0.22 0.83796 0.72340 0.66662 0.63034 0.61789 0.61587
0.23 0.81693 0.69337 0.63437 0.59611 0.58347 0.58081
0.24 0.79351 0.67140 0.60615 0.56459 0.55025 0.54780
0.25 0.77178 0.64249 0.57599 0.53492 0.51965 0.51613
0.26 0.75373 0.62275 0.55442 0.50820 0.48958 0.48672
0.27 0.73558 0.60080 0.52708 0.48163 0.46264 0.45898
0.28 0.71852 0.57522 0.50417 0.45757 0.43772 0.43283
0.29 0.70210 0.56154 0.48044 0.43400 0.41173 0.40816
0.30 0.68469 0.53346 0.45642 0.41264 0.39020 0.38515
0.31 0.66974 0.52161 0.44525 0.39267 0.36858 0.36342
54 C MEHRZENTRENMODELLE: KRITISCHE PUNKTE
Skalierte kritische Drücke
R∗ Duatomic Triatomic Tetraeder Oktaeder Ikosaeder sph. Grenzfall
0.01 0.18678 0.18719 0.18858 0.18838 0.18790 0.18764
0.02 0.18559 0.18562 0.18566 0.18554 0.18570 0.18554
0.03 0.18133 0.18188 0.18110 0.18201 0.18182 0.18187
0.04 0.17700 0.17716 0.17661 0.17720 0.17679 0.17708
0.05 0.17084 0.17006 0.17073 0.17099 0.17191 0.17102
0.06 0.16424 0.16452 0.16482 0.16388 0.16346 0.16425
0.07 0.15835 0.15735 0.15675 0.15683 0.15599 0.15654
0.08 0.15135 0.14873 0.14786 0.14895 0.14791 0.14842
0.09 0.14519 0.14169 0.13936 0.13941 0.13970 0.13992
0.10 0.13774 0.13380 0.13169 0.13168 0.13078 0.13115
0.11 0.13163 0.12397 0.12143 0.12377 0.12250 0.12244
0.12 0.12506 0.11860 0.11426 0.11406 0.11396 0.11379
0.13 0.11900 0.10988 0.10657 0.10590 0.10560 0.10530
0.14 0.11269 0.10170 0.09981 0.09822 0.09705 0.09729
0.15 0.10711 0.09715 0.09068 0.09084 0.08984 0.08960
0.16 0.10196 0.09065 0.08458 0.08316 0.08201 0.08228
0.17 0.09723 0.08554 0.07704 0.07589 0.07635 0.07543
0.18 0.09240 0.07963 0.07276 0.07084 0.06877 0.06906
0.19 0.08887 0.07468 0.06674 0.06494 0.06293 0.06300
0.20 0.08399 0.06738 0.06165 0.05935 0.05776 0.05759
0.21 0.07954 0.06538 0.05924 0.05447 0.05277 0.05250
0.22 0.07654 0.06017 0.05412 0.04989 0.04815 0.04788
0.23 0.07337 0.05633 0.04925 0.04584 0.04411 0.04364
0.24 0.06974 0.05435 0.04629 0.04191 0.03996 0.03982
0.25 0.06591 0.05007 0.04336 0.03872 0.03672 0.03617
0.26 0.06377 0.04784 0.04033 0.03579 0.03309 0.03298
0.27 0.06160 0.04331 0.03703 0.03291 0.03057 0.03007
0.28 0.05876 0.04145 0.03480 0.03032 0.02810 0.02739
0.29 0.05635 0.04038 0.03204 0.02804 0.02534 0.02494
0.30 0.05408 0.03601 0.02946 0.02590 0.02335 0.02275
0.31 0.05149 0.03428 0.02839 0.02407 0.02139 0.02073
55
Skalierte kritische Dichten
R∗ Duatomic Triatomic Tetraeder Oktaeder Ikosaeder
0.01 0.3142 0.3141 0.31483 0.31286 0.31269
0.03 0.3100 0.3098 0.31223 0.31056 0.30994
0.05 0.3015 0.3024 0.30491 0.30550 0.30505
0.10 0.2781 0.2729 0.27316 0.27305 0.27205
0.15 0.2496 0.2431 0.23852 0.23572 0.23945
0.20 0.2250 0.2127 0.20494 0.20084 0.20042
0.25 0.2046 0.1859 0.17771 0.16999 0.16679
0.30 0.1878 0.1668 0.15595 0.14813 0.13819
0.35 0.1730 0.1493
0.40 0.1575
D Sublimations- und Verdampfungsenthalpien
R∗ H∗s A∗s H∗v A∗v
0.000 8.12611 5.02871 6.57229 2.84349
0.030 8.07707 5.20857 6.37690 2.76759
0.050 7.83080 5.21868 6.12778 2.69611
0.100 6.68587 4.87648 5.38395 2.62775
0.200 4.19245 4.27132 3.28130 1.90866
0.300 2.47135 3.60645 1.87479 1.10100
0.400 1.49645 3.00391 1.11118 0.39734
0.500 0.94831 2.44100 0.68254 -0.31807
0.600 0.63212 2.00884 0.46261 -0.62974
0.700 0.43970 1.62917 0.31096 -1.20926
0.800 0.31312 1.14162 0.21143 -1.90215
0.900 0.23062 0.75107 0.15060 -2.44114
1.000 0.17467 0.41334 0.11223 -2.83028
1.023 0.16462 0.35942 0.10704 -2.81052
1.100 0.13582 0.16039 0.08909 -2.93762
56 F TRIPELPUNKTE
E Kritische Punkte
R∗ T ∗c ρ∗c p∗c
0.000 1.46173 0.31446 0.19152
0.030 1.42815 0.31373 0.18313
0.050 1.37535 0.30526 0.17216
0.100 1.16413 0.27508 0.13573
0.200 0.69438 0.20014 0.05979
0.300 0.38664 0.13886 0.02357
0.400 0.22139 0.09941 0.00984
0.500 0.13340 0.07153 0.00436
0.600 0.08447 0.05399 0.00223
0.700 0.05599 0.04163 0.00116
0.800 0.03856 0.03297 0.00062
0.900 0.02742 0.02666 0.00036
1.000 0.02008 0.02187 0.00022
1.023 0.01875 0.02095 0.00020
1.100 0.01505 0.01820 0.00014
F Tripelpunkte
R∗ T ∗t p∗t ρ∗v ρ∗l ρ∗s
0.000 0.72339 0.00194606 0.00285 0.82008 0.95524
0.030 0.71121 0.00203213 0.00288 0.80729 0.94110
0.050 0.69003 0.00206159 0.00297 0.78563 0.91696
0.100 0.60367 0.00185294 0.00337 0.69798 0.81934
0.200 0.39505 0.00166609 0.00452 0.48443 0.57962
0.300 0.24172 0.00128729 0.00576 0.32088 0.39333
0.400 0.15032 0.00091655 0.00668 0.21610 0.27196
0.500 0.09709 0.00064392 0.00751 0.14996 0.19414
0.600 0.06540 0.00045112 0.00800 0.10712 0.14298
0.700 0.04572 0.00033180 0.00862 0.07845 0.10834
0.800 0.03299 0.00024587 0.00908 0.05858 0.08406
0.900 0.02448 0.00018542 0.00956 0.04435 0.06658
1.000 0.01861 0.00014171 0.01008 0.03379 0.05362
1.023 0.01752 0.00013354 0.01020 0.03176 0.05121
1.100 0.01440 0.00010899 0.01079 0.02580 0.04398
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G Phasengleichgewichte für Girifalco-Potentiale
R∗ = 0.
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.550000 1.866956e-04 8.830586e-01 1.025335e-04
0.650000 1.090852e-03 8.471943e-01 7.041672e-04
0.750000 3.794563e-03 8.100167e-01 2.789161e-03
0.800000 6.231854e-03 7.907652e-01 4.835438e-03
0.900000 1.412937e-02 7.504750e-01 1.197478e-02
1.000000 2.720997e-02 7.071289e-01 2.456078e-02
1.100000 4.703309e-02 6.595029e-01 4.410232e-02
1.200000 7.582880e-02 6.055161e-01 7.185432e-02
1.300000 1.179209e-01 5.408635e-01 1.087963e-01
1.340000 1.406422e-01 5.098180e-01 1.263166e-01
1.380000 1.690607e-01 4.734977e-01 1.454615e-01
1.420000 2.078649e-01 4.271747e-01 1.662597e-01
1.430000 2.207235e-01 4.124604e-01 1.717226e-01
1.440000 2.359775e-01 3.953942e-01 1.772889e-01
1.450000 2.555755e-01 3.740186e-01 1.829606e-01
1.451000 2.579498e-01 3.714740e-01 1.835337e-01
1.452000 2.604323e-01 3.688188e-01 1.841077e-01
1.453000 2.630802e-01 3.658294e-01 1.846845e-01
1.454000 2.660007e-01 3.628682e-01 1.852618e-01
1.455000 2.689639e-01 3.597090e-01 1.858391e-01
1.456000 2.721490e-01 3.563247e-01 1.864176e-01
58 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.500000 2.633257e-05 1.006802e+00 1.316326e-05
0.500000 2.633258e-05 1.006802e+00 1.316326e-05
0.550000 1.065635e-04 9.963523e-01 5.856136e-05
0.550000 1.065635e-04 9.963523e-01 5.856138e-05
0.600000 3.368020e-04 9.853520e-01 2.016058e-04
0.650000 8.825943e-04 9.737256e-01 5.704882e-04
0.700000 2.003118e-03 9.613809e-01 1.386042e-03
0.750000 4.069468e-03 9.482070e-01 2.986800e-03
0.800000 7.594989e-03 9.340638e-01 5.852820e-03
0.850000 1.330661e-02 9.187737e-01 1.063749e-02
0.900000 2.233022e-02 9.021005e-01 1.823022e-02
0.950000 3.675002e-02 8.837342e-01 2.991397e-02
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.750000 8.280937e-01 9.590858e-01 2.939997e-01
0.760000 8.310186e-01 9.605424e-01 4.061477e-01
0.800000 8.418998e-01 9.664264e-01 8.631981e-01
0.900000 8.653760e-01 9.811183e-01 2.055617e+00
1.000000 8.852669e-01 9.954377e-01 3.309112e+00
1.100000 9.027055e-01 1.009202e+00 4.614599e+00
1.200000 9.183725e-01 1.022336e+00 5.964141e+00
1.300000 9.326930e-01 1.034847e+00 7.353390e+00
1.400000 9.459276e-01 1.046821e+00 8.777871e+00
1.500000 9.582657e-01 1.058279e+00 1.023520e+01
1.550000 9.641360e-01 1.063820e+00 1.097482e+01
1.600000 9.698315e-01 1.069243e+00 1.172145e+01
1.650000 9.753684e-01 1.074556e+00 1.247502e+01
1.700000 9.807551e-01 1.079763e+00 1.323516e+01
1.750000 9.860019e-01 1.084867e+00 1.400166e+01
1.800000 9.911184e-01 1.089874e+00 1.477433e+01
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R∗ = 0.03
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.650000 1.311392e-03 8.302564e-01 8.454456e-04
0.700000 2.527900e-03 8.114939e-01 1.744207e-03
0.750000 4.426047e-03 7.925638e-01 3.243508e-03
0.800000 7.187225e-03 7.728346e-01 5.553381e-03
0.850000 1.099058e-02 7.525703e-01 8.891896e-03
0.900000 1.601625e-02 7.316406e-01 1.347745e-02
0.950000 2.244946e-02 7.099094e-01 1.952087e-02
1.000000 3.048880e-02 6.871656e-01 2.721967e-02
1.100000 5.234426e-02 6.379057e-01 4.829128e-02
1.200000 8.425745e-02 5.813054e-01 7.792533e-02
1.300000 1.320062e-01 5.115578e-01 1.170651e-01
1.350000 1.667409e-01 4.668048e-01 1.404218e-01
1.360000 1.752352e-01 4.563907e-01 1.454049e-01
1.370000 1.844940e-01 4.452295e-01 1.504937e-01
1.380000 1.946914e-01 4.331416e-01 1.556872e-01
1.400000 2.192771e-01 4.048878e-01 1.663919e-01
1.410000 2.351221e-01 3.872116e-01 1.719048e-01
1.420000 2.559805e-01 3.645723e-01 1.775236e-01
60 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.400000 7.633975e-07 1.009954e+00 3.053564e-07
0.440000 4.418159e-06 1.002279e+00 1.943904e-06
0.480000 1.880198e-05 9.943214e-01 9.023417e-06
0.500000 3.538121e-05 9.902290e-01 1.768521e-05
0.540000 1.079379e-04 9.817940e-01 5.823709e-05
0.580000 2.796414e-04 9.730034e-01 1.618662e-04
0.600000 4.278983e-04 9.684593e-01 2.559825e-04
0.640000 9.208997e-04 9.590462e-01 5.859304e-04
0.660000 1.302520e-03 9.541649e-01 8.528280e-04
0.680000 1.803803e-03 9.491570e-01 1.213587e-03
0.690000 2.107393e-03 9.466042e-01 1.436431e-03
0.700000 2.451034e-03 9.440163e-01 1.691921e-03
0.710000 2.838581e-03 9.413918e-01 1.983597e-03
0.720000 3.274155e-03 9.387321e-01 2.315262e-03
0.740000 4.307234e-03 9.333031e-01 3.115029e-03
0.760000 5.589210e-03 9.277061e-01 4.126975e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.720000 8.100563e-01 9.423622e-01 9.801351e-02
0.800000 8.323662e-01 9.539558e-01 9.916579e-01
0.900000 8.551872e-01 9.684761e-01 2.173027e+00
1.000000 8.745613e-01 9.825890e-01 3.413620e+00
1.050000 8.833290e-01 9.894371e-01 4.053141e+00
1.100000 8.916054e-01 9.961296e-01 4.704150e+00
1.150000 8.994606e-01 1.002671e+00 5.366088e+00
1.200000 9.069420e-01 1.009057e+00 6.038060e+00
1.250000 9.140968e-01 1.015293e+00 6.719664e+00
1.300000 9.209587e-01 1.021384e+00 7.410388e+00
1.350000 9.275551e-01 1.027335e+00 8.109658e+00
1.400000 9.339149e-01 1.033152e+00 8.817155e+00
1.450000 9.400520e-01 1.038836e+00 9.532385e+00
1.500000 9.459938e-01 1.044399e+00 1.025523e+01
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R∗ = 0.05
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.700000 3.351333e-03 7.817449e-01 2.302605e-03
0.800000 9.141030e-03 7.417416e-01 7.003995e-03
0.900000 1.980257e-02 6.990507e-01 1.643121e-02
1.000000 3.701355e-02 6.523734e-01 3.234000e-02
1.050000 4.871227e-02 6.270041e-01 4.320626e-02
1.100000 6.294636e-02 5.998022e-01 5.623085e-02
1.150000 8.025308e-02 5.702608e-01 7.155184e-02
1.200000 1.014714e-01 5.375308e-01 8.928694e-02
1.250000 1.280905e-01 5.001072e-01 1.095357e-01
1.300000 1.633225e-01 4.547472e-01 1.323808e-01
1.310000 1.720167e-01 4.441102e-01 1.372674e-01
1.320000 1.815258e-01 4.326907e-01 1.422612e-01
1.330000 1.920736e-01 4.202502e-01 1.473629e-01
1.340000 2.040032e-01 4.064382e-01 1.525719e-01
1.350000 2.179428e-01 3.906806e-01 1.578894e-01
1.360000 2.351460e-01 3.716274e-01 1.633162e-01
1.370000 2.595897e-01 3.454182e-01 1.688511e-01
62 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.360000 1.797552e-07 9.896523e-01 6.471173e-08
0.380000 5.408419e-07 9.859123e-01 2.055186e-07
0.400000 1.450231e-06 9.821053e-01 5.800830e-07
0.420000 3.523751e-06 9.782295e-01 1.479921e-06
0.440000 7.864692e-06 9.742805e-01 3.460197e-06
0.460000 1.630592e-05 9.702553e-01 7.499584e-06
0.480000 3.170040e-05 9.661507e-01 1.521193e-05
0.500000 5.824529e-05 9.619606e-01 2.910836e-05
0.520000 1.018213e-04 9.576820e-01 5.290382e-05
0.540000 1.703258e-04 9.533104e-01 9.185592e-05
0.560000 2.739845e-04 9.488380e-01 1.531234e-04
0.580000 4.256307e-04 9.442619e-01 2.461293e-04
0.600000 6.409508e-04 9.395744e-01 3.829151e-04
0.620000 9.387052e-04 9.347694e-01 5.784777e-04
0.640000 1.340942e-03 9.298378e-01 8.510838e-04
0.660000 1.873245e-03 9.247734e-01 1.222569e-03
0.680000 2.565022e-03 9.195671e-01 1.718614e-03
0.700000 3.449946e-03 9.142082e-01 2.369043e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.700000 7.887794e-01 9.183800e-01 1.089462e-01
0.800000 8.158546e-01 9.326363e-01 1.202070e+00
0.900000 8.375984e-01 9.468620e-01 2.363758e+00
0.950000 8.471992e-01 9.538170e-01 2.966223e+00
1.000000 8.561592e-01 9.606331e-01 3.581496e+00
1.050000 8.645790e-01 9.672997e-01 4.208587e+00
1.100000 8.725380e-01 9.738106e-01 4.846662e+00
1.150000 8.800972e-01 9.801689e-01 5.495072e+00
1.200000 8.873055e-01 9.863762e-01 6.153187e+00
1.250000 8.942009e-01 9.924355e-01 6.820410e+00
1.300000 9.008171e-01 9.983498e-01 7.496272e+00
1.350000 9.071815e-01 1.004127e+00 8.180312e+00
1.400000 9.133156e-01 1.009769e+00 8.872156e+00
1.450000 9.192421e-01 1.015284e+00 9.571485e+00
1.500000 9.249794e-01 1.020679e+00 1.027810e+01
1.550000 9.305397e-01 1.025957e+00 1.099155e+01
1.600000 9.359352e-01 1.031123e+00 1.171156e+01
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R∗ = 0.1
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.400000 4.406725e-05 7.786070e-01 1.761915e-05
0.450000 1.929600e-04 7.592519e-01 8.668725e-05
0.500000 6.076388e-04 7.397227e-01 3.024211e-04
0.550000 1.515737e-03 7.198618e-01 8.251830e-04
0.600000 3.193497e-03 6.995003e-01 1.879470e-03
0.700000 1.005071e-02 6.567113e-01 6.690868e-03
0.800000 2.360088e-02 6.100569e-01 1.707046e-02
0.900000 4.657953e-02 5.574698e-01 3.518630e-02
0.950000 6.282589e-02 5.278139e-01 4.770606e-02
1.000000 8.338183e-02 4.947923e-01 6.277095e-02
1.050000 1.099518e-01 4.566794e-01 8.052155e-02
1.060000 1.162550e-01 4.481713e-01 8.440430e-02
1.070000 1.229837e-01 4.392807e-01 8.839981e-02
1.080000 1.302039e-01 4.299419e-01 9.250903e-02
1.090000 1.379942e-01 4.200558e-01 9.673316e-02
1.100000 1.464628e-01 4.095156e-01 1.010715e-01
1.110000 1.557657e-01 3.981901e-01 1.055255e-01
1.120000 1.661325e-01 3.858449e-01 1.100957e-01
1.130000 1.779439e-01 3.720608e-01 1.147836e-01
1.140000 1.918204e-01 3.562549e-01 1.195877e-01
1.150000 2.091921e-01 3.370172e-01 1.245097e-01
1.160000 2.348991e-01 3.093352e-01 1.295505e-01
64 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.450000 1.040814e-04 8.578485e-01 4.679453e-05
0.500000 4.123289e-04 8.462899e-01 2.055208e-04
0.550000 1.254622e-03 8.338693e-01 6.842391e-04
0.600000 3.154176e-03 8.204110e-01 1.856776e-03
0.650000 6.909423e-03 8.056815e-01 4.323863e-03
0.700000 1.378814e-02 8.000005e-01 9.000191e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.610000 7.000460e-01 8.201716e-01 6.002310e-02
0.620000 7.031919e-01 8.214458e-01 1.525472e-01
0.630000 7.062155e-01 8.227342e-01 2.459134e-01
0.640000 7.091303e-01 8.240340e-01 3.401013e-01
0.650000 7.119219e-01 8.254064e-01 4.348794e-01
0.660000 7.146715e-01 8.266614e-01 5.308294e-01
0.700000 7.247656e-01 8.320220e-01 9.207336e-01
0.750000 7.360850e-01 8.386403e-01 1.423856e+00
0.800000 7.462562e-01 8.452720e-01 1.941425e+00
0.850000 7.555596e-01 8.517968e-01 2.472324e+00
0.900000 7.641249e-01 8.581895e-01 3.015394e+00
0.950000 7.721315e-01 8.644259e-01 3.569435e+00
1.000000 7.796549e-01 8.705062e-01 4.133720e+00
1.050000 7.867638e-01 8.764276e-01 4.707488e+00
1.100000 7.935140e-01 8.821940e-01 5.290149e+00
1.150000 7.999500e-01 8.878097e-01 5.881246e+00
1.200000 8.060822e-01 8.932811e-01 6.480279e+00
1.250000 8.119723e-01 8.986083e-01 7.086641e+00
1.300000 8.176334e-01 9.038007e-01 7.700016e+00
1.350000 8.230892e-01 9.088675e-01 8.320200e+00
1.400000 8.283640e-01 9.138049e-01 8.947204e+00
1.450000 8.334603e-01 9.186381e-01 9.580006e+00
1.500000 8.383978e-01 9.233605e-01 1.021876e+01
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R∗ = 0.2
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.300000 3.805831e-04 5.314314e-01 1.137315e-04
0.350000 1.686691e-03 5.072034e-01 5.820382e-04
0.400000 4.955858e-03 4.818540e-01 1.913942e-03
0.450000 1.128716e-02 4.548045e-01 4.739882e-03
0.500000 2.183013e-02 4.253252e-01 9.697394e-03
0.550000 3.799048e-02 3.922481e-01 1.734754e-02
0.600000 6.211002e-02 3.533185e-01 2.814005e-02
0.610000 6.827175e-02 3.444309e-01 3.070687e-02
0.620000 7.502853e-02 3.350434e-01 3.341513e-02
0.630000 8.248856e-02 3.250427e-01 3.626694e-02
0.640000 9.080666e-02 3.142413e-01 3.926430e-02
0.650000 1.002040e-01 3.024597e-01 4.240840e-02
0.660000 1.110508e-01 2.892885e-01 4.570129e-02
0.670000 1.240178e-01 2.740944e-01 4.914376e-02
0.680000 1.405950e-01 2.553243e-01 5.273766e-02
0.690000 1.664728e-01 2.272766e-01 5.648391e-02
66 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.220000 1.671906e-06 6.262907e-01 3.678101e-07
0.240000 7.679630e-06 6.218699e-01 1.842920e-06
0.250000 1.494367e-05 6.195919e-01 3.735200e-06
0.260000 2.754131e-05 6.172693e-01 7.158330e-06
0.280000 8.139726e-05 6.124697e-01 2.277056e-05
0.300000 2.063136e-04 6.074505e-01 6.176381e-05
0.320000 4.622476e-04 6.021854e-01 1.472778e-04
0.340000 9.372718e-04 5.966459e-01 3.160858e-04
0.360000 1.752458e-03 5.907900e-01 6.220134e-04
0.380000 3.068064e-03 5.845770e-01 1.139174e-03
0.400000 5.094505e-03 5.779531e-01 1.965502e-03
0.420000 8.114643e-03 5.708552e-01 3.227702e-03
0.440000 1.253218e-02 5.631997e-01 5.089954e-03
0.460000 1.898743e-02 5.548839e-01 7.771750e-03
0.480000 2.869319e-02 5.457761e-01 1.159079e-02
0.500000 4.488639e-02 5.357242e-01 1.709805e-02
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.400000 4.861916e-01 5.800486e-01 3.194350e-02
0.440000 4.984950e-01 5.838423e-01 2.849495e-01
0.500000 5.127563e-01 5.901251e-01 6.846922e-01
0.540000 5.206372e-01 5.944429e-01 9.623589e-01
0.560000 5.242390e-01 5.966024e-01 1.104123e+00
0.580000 5.276554e-01 5.987516e-01 1.247687e+00
0.600000 5.309089e-01 6.008871e-01 1.392970e+00
0.640000 5.369796e-01 6.050983e-01 1.688231e+00
0.680000 5.426051e-01 6.092175e-01 1.989432e+00
0.700000 5.452700e-01 6.112392e-01 2.142090e+00
0.720000 5.478468e-01 6.132343e-01 2.296025e+00
0.740000 5.503435e-01 6.152027e-01 2.451230e+00
0.760000 5.527514e-01 6.171490e-01 2.607762e+00
0.780000 5.550952e-01 6.190639e-01 2.765308e+00
0.800000 5.573743e-01 6.209522e-01 2.923970e+00
0.820000 5.595926e-01 6.228146e-01 3.083705e+00
0.840000 5.617542e-01 6.246502e-01 3.244483e+00
0.860000 5.638623e-01 6.264606e-01 3.406264e+00
0.880000 5.659197e-01 6.282452e-01 3.569007e+00
0.900000 5.679304e-01 6.300053e-01 3.732720e+00
67
R∗ = 0.3
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.200000 1.256792e-03 3.475424e-01 2.477905e-04
0.220000 2.805446e-03 3.350932e-01 6.000595e-04
0.240000 5.409932e-03 3.220260e-01 1.236860e-03
0.260000 9.382979e-03 3.082388e-01 2.260574e-03
0.280000 1.505616e-02 2.934902e-01 3.768956e-03
0.300000 2.282308e-02 2.774191e-01 5.849571e-03
0.310000 2.765420e-02 2.687488e-01 7.128495e-03
0.320000 3.323731e-02 2.595347e-01 8.577314e-03
0.330000 3.970544e-02 2.496477e-01 1.020352e-02
0.340000 4.724767e-02 2.388866e-01 1.201312e-02
0.350000 5.616611e-02 2.269521e-01 1.401206e-02
0.360000 6.698706e-02 2.133274e-01 1.620474e-02
0.365000 7.341191e-02 2.055529e-01 1.737531e-02
0.370000 8.081567e-02 1.968654e-01 1.859559e-02
0.375000 8.968362e-02 1.867524e-01 1.986659e-02
0.380000 1.010752e-01 1.741629e-01 2.118790e-02
0.385000 1.195649e-01 1.544101e-01 2.256049e-02
68 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.140000 5.587367e-06 4.253901e-01 7.821526e-07
0.150000 1.715951e-05 4.228586e-01 2.573198e-06
0.160000 4.541375e-05 4.202279e-01 7.261182e-06
0.180000 2.254508e-04 4.146298e-01 4.046207e-05
0.200000 7.983092e-04 4.084986e-01 1.582245e-04
0.220000 2.233701e-03 4.017018e-01 4.805698e-04
0.240000 5.313714e-03 3.940519e-01 1.215956e-03
0.260000 1.140926e-02 3.852733e-01 2.700100e-03
0.280000 2.375017e-02 3.749479e-01 5.510417e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.245000 3.222768e-01 3.934609e-01 1.419715e-02
0.250000 3.242710e-01 3.936755e-01 3.407613e-02
0.255000 3.261204e-01 3.939153e-01 5.415661e-02
0.260000 3.278498e-01 3.941864e-01 7.443467e-02
0.270000 3.310114e-01 3.947729e-01 1.155203e-01
0.280000 3.338568e-01 3.954247e-01 1.572698e-01
0.300000 3.388490e-01 3.968743e-01 2.425563e-01
0.320000 3.431664e-01 3.984545e-01 3.299723e-01
0.340000 3.469998e-01 4.001125e-01 4.192861e-01
0.350000 3.487647e-01 4.009579e-01 4.645819e-01
0.360000 3.504632e-01 4.018129e-01 5.103144e-01
0.400000 3.565801e-01 4.052523e-01 6.969390e-01
0.450000 3.631050e-01 4.094990e-01 9.376883e-01
0.500000 3.687914e-01 4.136003e-01 1.185504e+00
0.550000 3.738568e-01 4.175261e-01 1.439449e+00
0.600000 3.784435e-01 4.212702e-01 1.698790e+00
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R∗ = 0.4
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.120000 1.165976e-03 2.404074e-01 1.375454e-04
0.130000 2.289839e-03 2.327302e-01 2.888408e-04
0.140000 4.043440e-03 2.247167e-01 5.394162e-04
0.150000 6.586039e-03 2.163745e-01 9.193248e-04
0.160000 1.008849e-02 2.073331e-01 1.457810e-03
0.170000 1.474274e-02 1.976658e-01 2.181086e-03
0.180000 2.080226e-02 1.870875e-01 3.112420e-03
0.190000 2.865165e-02 1.752112e-01 4.271347e-03
0.192000 3.048873e-02 1.726327e-01 4.531921e-03
0.194000 3.243110e-02 1.699575e-01 4.802341e-03
0.196000 3.448844e-02 1.671904e-01 5.082719e-03
0.198000 3.667257e-02 1.643185e-01 5.373164e-03
0.200000 3.899738e-02 1.613287e-01 5.673793e-03
0.205000 4.555018e-02 1.531760e-01 6.470321e-03
0.210000 5.355069e-02 1.436893e-01 7.332200e-03
0.215000 6.404557e-02 1.318221e-01 8.260465e-03
0.220000 8.151011e-02 1.130630e-01 9.255905e-03
70 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.090000 1.344936e-05 2.942077e-01 1.210092e-06
0.100000 6.446920e-05 2.912826e-01 6.439144e-06
0.110000 2.284010e-04 2.881314e-01 2.502999e-05
0.120000 6.481797e-04 2.847078e-01 7.705064e-05
0.120000 6.481802e-04 2.847078e-01 7.705066e-05
0.130000 1.561183e-03 2.809524e-01 1.988611e-04
0.140000 3.334860e-03 2.767833e-01 4.488077e-04
0.150000 6.553984e-03 2.720872e-01 9.151931e-04
0.160000 1.231047e-02 2.667025e-01 1.734374e-03
0.170000 2.371725e-02 2.604186e-01 3.156187e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.150000 2.159231e-01 2.719625e-01 2.623623e-04
0.160000 2.207031e-01 2.718761e-01 2.649531e-02
0.170000 2.243643e-01 2.720063e-01 5.351048e-02
0.180000 2.273603e-01 2.722927e-01 8.114949e-02
0.200000 2.321987e-01 2.731859e-01 1.380100e-01
0.220000 2.360817e-01 2.743414e-01 1.966539e-01
0.240000 2.393440e-01 2.756381e-01 2.568228e-01
0.260000 2.421981e-01 2.769999e-01 3.182926e-01
0.280000 2.447476e-01 2.783878e-01 3.809354e-01
0.300000 2.470615e-01 2.797765e-01 4.446391e-01
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R∗ = 0.5
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.080000 1.802542e-03 1.673128e-01 1.398718e-04
0.085000 2.904742e-03 1.625209e-01 2.359804e-04
0.090000 4.419693e-03 1.575210e-01 3.731778e-04
0.095000 6.422154e-03 1.522536e-01 5.595010e-04
0.100000 8.994568e-03 1.466616e-01 8.025251e-04
0.105000 1.223414e-02 1.406698e-01 1.109075e-03
0.110000 1.626876e-02 1.341383e-01 1.485160e-03
0.115000 2.128899e-02 1.268927e-01 1.935991e-03
0.121000 2.908965e-02 1.167739e-01 2.581631e-03
0.122000 3.064488e-02 1.148715e-01 2.700734e-03
0.123000 3.229512e-02 1.128818e-01 2.823222e-03
0.124000 3.405133e-02 1.107906e-01 2.949046e-03
0.125000 3.592991e-02 1.085913e-01 3.078260e-03
0.126000 3.795317e-02 1.062625e-01 3.210891e-03
0.127000 4.014778e-02 1.037690e-01 3.346995e-03
0.128000 4.255167e-02 1.010670e-01 3.486504e-03
0.129000 4.522474e-02 9.811349e-02 3.629472e-03
0.130000 4.826773e-02 9.481190e-02 3.775935e-03
0.131000 5.184682e-02 9.095015e-02 3.925922e-03
0.132000 5.634857e-02 8.619904e-02 4.079352e-03
0.133000 6.325905e-02 7.896086e-02 4.236350e-03
72 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.050000 1.297101e-06 2.128943e-01 6.485234e-08
0.055000 6.782302e-06 2.114475e-01 3.729549e-07
0.060000 2.649306e-05 2.099188e-01 1.588523e-06
0.065000 8.282826e-05 2.082955e-01 5.373806e-06
0.070000 2.180079e-04 2.065080e-01 1.519332e-05
0.075000 5.006658e-04 2.046313e-01 3.720689e-05
0.080000 1.033716e-03 2.026107e-01 8.128150e-05
0.085000 1.964195e-03 2.004195e-01 1.619994e-04
0.090000 3.503760e-03 1.980210e-01 2.999923e-04
0.095000 5.978642e-03 1.953660e-01 5.242640e-04
0.100000 9.976829e-03 1.923843e-01 8.775526e-04
0.105000 1.697362e-02 1.889781e-01 1.433078e-03
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.100000 1.518364e-01 1.939208e-01 5.764729e-03
0.105000 1.544849e-01 1.936329e-01 1.483621e-02
0.110000 1.565827e-01 1.934506e-01 2.409637e-02
0.115000 1.583421e-01 1.933550e-01 3.351613e-02
0.120000 1.598622e-01 1.933063e-01 4.308930e-02
0.130000 1.623802e-01 1.934450e-01 6.253690e-02
0.140000 1.644660e-01 1.937197e-01 8.241487e-02
0.150000 1.662561e-01 1.941024e-01 1.026543e-01
0.160000 1.678337e-01 1.945579e-01 1.232180e-01
0.170000 1.692509e-01 1.950616e-01 1.440776e-01
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R∗ = 0.6
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.040000 1.146669e-04 1.361077e-01 4.570672e-06
0.045000 4.119036e-04 1.310988e-01 1.834003e-05
0.050000 1.099373e-03 1.258678e-01 5.364718e-05
0.055000 2.395193e-03 1.202832e-01 1.257692e-04
0.060000 4.529645e-03 1.142802e-01 2.513803e-04
0.062000 5.672574e-03 1.117254e-01 3.202250e-04
0.064000 7.007324e-03 1.090604e-01 4.011628e-04
0.066000 8.553568e-03 1.062603e-01 4.950310e-04
0.068000 1.033596e-02 1.033201e-01 6.026536e-04
0.070000 1.238547e-02 1.001913e-01 7.247931e-04
0.072000 1.474062e-02 9.687571e-02 8.620475e-04
0.074000 1.745900e-02 9.323593e-02 1.015079e-03
0.075000 1.897829e-02 9.129533e-02 1.097653e-03
0.076000 2.062269e-02 8.925882e-02 1.184353e-03
0.077000 2.241106e-02 8.708832e-02 1.275231e-03
0.078000 2.436830e-02 8.477480e-02 1.370332e-03
0.079000 2.653047e-02 8.226830e-02 1.469710e-03
0.080000 2.894854e-02 7.954237e-02 1.573390e-03
0.081000 3.171138e-02 7.647208e-02 1.681456e-03
0.082000 3.495992e-02 7.295298e-02 1.793868e-03
0.083000 3.902260e-02 6.860956e-02 1.910729e-03
0.084000 4.499183e-02 6.236899e-02 2.032051e-03
0.084200 4.678735e-02 6.045715e-02 2.056804e-03
74 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.035000 3.047939e-06 1.566124e-01 1.066659e-07
0.040000 2.587675e-05 1.549849e-01 1.034256e-06
0.045000 1.327066e-04 1.532027e-01 5.951559e-06
0.050000 4.825009e-04 1.512217e-01 2.387237e-05
0.055000 1.383295e-03 1.489828e-01 7.411488e-05
0.060000 3.382552e-03 1.463491e-01 1.917281e-04
0.065000 7.570047e-03 1.432528e-01 4.373479e-04
0.070000 1.795750e-02 1.394901e-01 9.412967e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.066000 1.077015e-01 1.428855e-01 1.214246e-03
0.067000 1.085709e-01 1.427378e-01 2.474162e-03
0.068000 1.093427e-01 1.426005e-01 3.746035e-03
0.069000 1.100373e-01 1.424726e-01 5.028453e-03
0.070000 1.106640e-01 1.423720e-01 6.320528e-03
0.071000 1.112496e-01 1.422436e-01 7.620902e-03
0.072000 1.117860e-01 1.421415e-01 8.929354e-03
0.073000 1.122848e-01 1.420470e-01 1.024516e-02
0.075000 1.131804e-01 1.418996e-01 1.289660e-02
0.080000 1.150454e-01 1.415929e-01 1.962611e-02
0.085000 1.165362e-01 1.414146e-01 2.647697e-02
0.090000 1.177843e-01 1.413361e-01 3.343139e-02
0.095000 1.188515e-01 1.413350e-01 4.047987e-02
0.100000 1.197967e-01 1.413917e-01 4.760800e-02
75
R∗ = 0.7
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.030000 2.946490e-04 1.003444e-01 8.756348e-06
0.035000 1.245060e-03 9.428061e-02 4.221446e-05
0.040000 3.506101e-03 8.753601e-02 1.302179e-04
0.041000 4.174612e-03 8.606923e-02 1.571289e-04
0.042000 4.928955e-03 8.456086e-02 1.876958e-04
0.043000 5.775980e-03 8.300345e-02 2.221384e-04
0.044000 6.723988e-03 8.137961e-02 2.606861e-04
0.045000 7.780182e-03 7.968155e-02 3.034814e-04
0.046000 8.955113e-03 7.795214e-02 3.507122e-04
0.047000 1.026280e-02 7.607293e-02 4.025919e-04
0.048000 1.171776e-02 7.409838e-02 4.592285e-04
0.049000 1.334102e-02 7.200349e-02 5.207662e-04
0.050000 1.516107e-02 6.975359e-02 5.873367e-04
0.051000 1.721858e-02 6.731092e-02 6.590449e-04
0.052000 1.957584e-02 6.459633e-02 7.359916e-04
0.053000 2.234028e-02 6.151034e-02 8.182898e-04
0.054000 2.570798e-02 5.785774e-02 9.059307e-04
0.055000 3.021917e-02 5.309228e-02 9.990917e-04
0.055200 3.137525e-02 5.188519e-02 1.018365e-03
0.055400 3.268688e-02 5.052795e-02 1.037853e-03
0.055600 3.428715e-02 4.894206e-02 1.057585e-03
0.055800 3.634025e-02 4.675372e-02 1.077600e-03
76 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.030000 7.524042e-05 1.167252e-01 2.251813e-06
0.032000 1.747873e-04 1.159472e-01 5.565132e-06
0.034000 3.660307e-04 1.151143e-01 1.232654e-05
0.036000 7.057857e-04 1.141394e-01 2.498371e-05
0.038000 1.270533e-03 1.131480e-01 4.695174e-05
0.040000 2.170213e-03 1.120722e-01 8.305225e-05
0.042000 3.566710e-03 1.108939e-01 1.399098e-04
0.044000 5.730101e-03 1.095882e-01 2.269872e-04
0.046000 9.230605e-03 1.081205e-01 3.592861e-04
0.047000 1.194583e-02 1.073126e-01 4.506909e-04
0.048000 1.624743e-02 1.064501e-01 5.686900e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.046000 7.883534e-02 1.082743e-01 5.961509e-04
0.047000 8.001707e-02 1.080505e-01 1.515282e-03
0.048000 8.097241e-02 1.078437e-01 2.448919e-03
0.049000 8.178582e-02 1.076525e-01 3.394392e-03
0.050000 8.248285e-02 1.074756e-01 4.349364e-03
0.051000 8.310177e-02 1.073127e-01 5.313062e-03
0.052000 8.365347e-02 1.071625e-01 6.283616e-03
0.053000 8.414987e-02 1.070248e-01 7.261191e-03
0.054000 8.460143e-02 1.068984e-01 8.244444e-03
0.056000 8.540383e-02 1.066780e-01 1.022641e-02
0.058000 8.609852e-02 1.064965e-01 1.222689e-02
0.060000 8.671152e-02 1.063497e-01 1.424393e-02
0.062000 8.726047e-02 1.062334e-01 1.627598e-02
0.064000 8.775804e-02 1.061437e-01 1.832203e-02
0.066000 8.821338e-02 1.060772e-01 2.038102e-02
77
R∗ = 0.8
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.027000 2.295033e-03 6.973322e-02 5.833714e-05
0.028000 3.004757e-03 6.811983e-02 7.804157e-05
0.029000 3.857529e-03 6.642719e-02 1.020174e-04
0.030000 4.870719e-03 6.465598e-02 1.306806e-04
0.030500 5.443265e-03 6.372026e-02 1.468829e-04
0.031000 6.063444e-03 6.275889e-02 1.643901e-04
0.031500 6.734504e-03 6.176826e-02 1.832438e-04
0.032000 7.460189e-03 6.074364e-02 2.034836e-04
0.032500 8.245322e-03 5.967704e-02 2.251561e-04
0.033000 9.094108e-03 5.855891e-02 2.482740e-04
0.033500 1.001236e-02 5.743431e-02 2.728604e-04
0.034000 1.101065e-02 5.618921e-02 2.989963e-04
0.034500 1.209707e-02 5.488159e-02 3.266682e-04
0.035000 1.328516e-02 5.349616e-02 3.559045e-04
0.035500 1.459312e-02 5.201288e-02 3.867299e-04
0.036000 1.604748e-02 5.040045e-02 4.191688e-04
0.036500 1.768700e-02 4.861142e-02 4.532368e-04
0.037000 1.957911e-02 4.660365e-02 4.889463e-04
0.037500 2.184655e-02 4.421429e-02 5.263275e-04
0.038000 2.480117e-02 4.116519e-02 5.653881e-04
0.038100 2.553789e-02 4.040252e-02 5.733954e-04
0.038200 2.635824e-02 3.955838e-02 5.814677e-04
0.038300 2.729955e-02 3.859632e-02 5.896057e-04
0.038400 2.847449e-02 3.744967e-02 5.978254e-04
78 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.016000 6.047369e-07 9.258245e-02 9.675455e-09
0.018000 4.880297e-06 9.192385e-02 8.782462e-08
0.020000 2.532502e-05 9.121351e-02 5.059730e-07
0.022000 9.565493e-05 9.044212e-02 2.097316e-06
0.024000 2.861619e-04 8.958822e-02 6.808115e-06
0.026000 7.204196e-04 8.863562e-02 1.837370e-05
0.027000 1.087674e-03 8.811674e-02 2.857511e-05
0.028000 1.599650e-03 8.756752e-02 4.311987e-05
0.029000 2.302811e-03 8.697233e-02 6.339615e-05
0.030000 3.262169e-03 8.632746e-02 9.119084e-05
0.031000 4.573614e-03 8.563005e-02 1.288115e-04
0.032000 6.403073e-03 8.487326e-02 1.795291e-04
0.033000 9.104581e-03 8.404631e-02 2.484896e-04
0.034000 1.394836e-02 8.312780e-02 3.464189e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.033000 5.859698e-02 8.405418e-02 2.526095e-04
0.033500 5.953832e-02 8.389061e-02 5.921339e-04
0.034000 6.029717e-02 8.373451e-02 9.374271e-04
0.035000 6.148339e-02 8.344309e-02 1.640770e-03
0.036000 6.239940e-02 8.316751e-02 2.357922e-03
0.038000 6.375993e-02 8.271294e-02 3.817470e-03
0.040000 6.476761e-02 8.233391e-02 5.302870e-03
0.042000 6.556477e-02 8.203026e-02 6.807329e-03
0.044000 6.622343e-02 8.179176e-02 8.327356e-03
79
R∗ = 0.8
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.027000 2.295033e-03 6.973322e-02 5.833714e-05
0.028000 3.004757e-03 6.811983e-02 7.804157e-05
0.029000 3.857529e-03 6.642719e-02 1.020174e-04
0.030000 4.870719e-03 6.465598e-02 1.306806e-04
0.030500 5.443265e-03 6.372026e-02 1.468829e-04
0.031000 6.063444e-03 6.275889e-02 1.643901e-04
0.031500 6.734504e-03 6.176826e-02 1.832438e-04
0.032000 7.460189e-03 6.074364e-02 2.034836e-04
0.032500 8.245322e-03 5.967704e-02 2.251561e-04
0.033000 9.094108e-03 5.855891e-02 2.482740e-04
0.033500 1.001236e-02 5.743431e-02 2.728604e-04
0.034000 1.101065e-02 5.618921e-02 2.989963e-04
0.034500 1.209707e-02 5.488159e-02 3.266682e-04
0.035000 1.328516e-02 5.349616e-02 3.559045e-04
0.035500 1.459312e-02 5.201288e-02 3.867299e-04
0.036000 1.604748e-02 5.040045e-02 4.191688e-04
0.036500 1.768700e-02 4.861142e-02 4.532368e-04
0.037000 1.957911e-02 4.660365e-02 4.889463e-04
0.037500 2.184655e-02 4.421429e-02 5.263275e-04
0.038000 2.480117e-02 4.116519e-02 5.653881e-04
0.038100 2.553789e-02 4.040252e-02 5.733954e-04
0.038200 2.635824e-02 3.955838e-02 5.814677e-04
0.038300 2.729955e-02 3.859632e-02 5.896057e-04
0.038400 2.847449e-02 3.744967e-02 5.978254e-04
80 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.016000 6.047369e-07 9.258245e-02 9.675455e-09
0.018000 4.880297e-06 9.192385e-02 8.782462e-08
0.020000 2.532502e-05 9.121351e-02 5.059730e-07
0.022000 9.565493e-05 9.044212e-02 2.097316e-06
0.024000 2.861619e-04 8.958822e-02 6.808115e-06
0.026000 7.204196e-04 8.863562e-02 1.837370e-05
0.027000 1.087674e-03 8.811674e-02 2.857511e-05
0.028000 1.599650e-03 8.756752e-02 4.311987e-05
0.029000 2.302811e-03 8.697233e-02 6.339615e-05
0.030000 3.262169e-03 8.632746e-02 9.119084e-05
0.031000 4.573614e-03 8.563005e-02 1.288115e-04
0.032000 6.403073e-03 8.487326e-02 1.795291e-04
0.033000 9.104581e-03 8.404631e-02 2.484896e-04
0.034000 1.394836e-02 8.312780e-02 3.464189e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.033000 5.859698e-02 8.405418e-02 2.526095e-04
0.033500 5.953832e-02 8.389061e-02 5.921339e-04
0.034000 6.029717e-02 8.373451e-02 9.374271e-04
0.035000 6.148339e-02 8.344309e-02 1.640770e-03
0.036000 6.239940e-02 8.316751e-02 2.357922e-03
0.038000 6.375993e-02 8.271294e-02 3.817470e-03
0.040000 6.476761e-02 8.233391e-02 5.302870e-03
0.042000 6.556477e-02 8.203026e-02 6.807329e-03
0.044000 6.622343e-02 8.179176e-02 8.327356e-03
81
R∗ = 0.9
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.023400 7.114737e-03 4.728176e-02 1.397134e-04
0.023600 7.520851e-03 4.676804e-02 1.476464e-04
0.023800 7.945757e-03 4.624264e-02 1.558654e-04
0.024000 8.390598e-03 4.570419e-02 1.643736e-04
0.024200 8.856729e-03 4.515131e-02 1.731748e-04
0.024400 9.345698e-03 4.458206e-02 1.822722e-04
0.024600 9.859319e-03 4.399450e-02 1.916693e-04
0.024800 1.039971e-02 4.338609e-02 2.013691e-04
0.025000 1.096943e-02 4.275394e-02 2.113746e-04
0.025200 1.157342e-02 4.206800e-02 2.217100e-04
0.025400 1.221097e-02 4.136789e-02 2.323264e-04
0.025600 1.288900e-02 4.063554e-02 2.432525e-04
0.026000 1.439510e-02 3.906865e-02 2.660540e-04
0.026200 1.524142e-02 3.817215e-02 2.779348e-04
0.026400 1.616822e-02 3.720364e-02 2.901313e-04
0.026600 1.719750e-02 3.611240e-02 3.026492e-04
0.026800 1.836481e-02 3.492143e-02 3.154729e-04
0.027000 1.976103e-02 3.353656e-02 3.286330e-04
0.027200 2.152594e-02 3.167047e-02 3.421344e-04
82 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.014000 1.054186e-05 7.250614e-02 1.475069e-07
0.014500 1.806280e-05 7.232204e-02 2.616831e-07
0.015000 2.978696e-05 7.213261e-02 4.461993e-07
0.015500 4.746013e-05 7.193737e-02 7.341301e-07
0.016000 7.331330e-05 7.173588e-02 1.169510e-06
0.016500 1.101317e-04 7.152775e-02 1.809448e-06
0.017000 1.613246e-04 7.131237e-02 2.726322e-06
0.017500 2.310274e-04 7.108784e-02 4.010525e-06
0.018000 3.240845e-04 7.085453e-02 5.771116e-06
0.018500 4.462916e-04 7.061230e-02 8.140723e-06
0.019000 6.044412e-04 7.036053e-02 1.127689e-05
0.019500 8.065268e-04 7.009815e-02 1.536575e-05
0.020000 1.061965e-03 6.983257e-02 2.062531e-05
0.020500 1.380550e-03 6.962223e-02 2.728351e-05
0.021000 1.779461e-03 6.930256e-02 3.570711e-05
0.021500 2.273992e-03 6.896832e-02 4.621846e-05
0.022000 2.886839e-03 6.858387e-02 5.925652e-05
0.022500 3.645934e-03 6.825008e-02 7.530729e-05
0.023000 4.596088e-03 6.785168e-02 9.506389e-05
0.023500 5.805045e-03 6.745304e-02 1.193959e-04
0.024500 9.649858e-03 6.656033e-02 1.875987e-04
0.025000 1.375562e-02 6.607731e-02 2.382177e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.024500 4.440990e-02 6.656895e-02 1.947524e-04
0.025000 4.573734e-02 6.635860e-02 4.531107e-04
0.025500 4.667042e-02 6.616024e-02 7.190119e-04
0.026000 4.739323e-02 6.597210e-02 9.901557e-04
0.027000 4.847844e-02 6.562740e-02 1.543422e-03
0.028000 4.928540e-02 6.531284e-02 2.106835e-03
0.029000 4.992387e-02 6.503315e-02 2.677336e-03
0.030000 5.044998e-02 6.478695e-02 3.253280e-03
83
R∗ = 1.0
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.017000 5.517262e-03 3.900714e-02 8.006420e-05
0.017400 6.439373e-03 3.786869e-02 9.344809e-05
0.017800 7.485299e-03 3.664824e-02 1.081986e-04
0.018000 8.062218e-03 3.599874e-02 1.161001e-04
0.018200 8.680764e-03 3.531732e-02 1.243602e-04
0.018400 9.346052e-03 3.459284e-02 1.329807e-04
0.018600 1.006536e-02 3.382443e-02 1.419663e-04
0.018800 1.084878e-02 3.299949e-02 1.513224e-04
0.019000 1.170940e-02 3.210328e-02 1.610492e-04
0.019100 1.217478e-02 3.162397e-02 1.660530e-04
0.019200 1.266862e-02 3.111819e-02 1.711525e-04
0.019300 1.319437e-02 3.057965e-02 1.763451e-04
0.019400 1.375861e-02 3.000603e-02 1.816322e-04
0.019500 1.437023e-02 2.939025e-02 1.870158e-04
0.019600 1.504180e-02 2.870944e-02 1.924938e-04
0.019700 1.579099e-02 2.795509e-02 1.980667e-04
0.019800 1.665309e-02 2.709170e-02 2.037372e-04
0.019900 1.769577e-02 2.604388e-02 2.095022e-04
0.019950 1.833066e-02 2.540870e-02 2.124200e-04
0.020000 1.912055e-02 2.461813e-02 2.153655e-04
0.020050 2.022172e-02 2.348619e-02 2.183297e-04
84 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.011000 1.735870e-05 5.826130e-02 1.907680e-07
0.012000 6.039008e-05 5.785244e-02 7.226706e-07
0.013000 1.715223e-04 5.740841e-02 2.214659e-06
0.014000 4.173832e-04 5.692707e-02 5.759757e-06
0.015000 9.043266e-04 5.638363e-02 1.319711e-05
0.016000 1.799235e-03 5.578442e-02 2.740826e-05
0.016500 2.482722e-03 5.545208e-02 3.838880e-05
0.017000 3.395096e-03 5.507847e-02 5.295580e-05
0.017500 4.633038e-03 5.467770e-02 7.222130e-05
0.018000 6.386724e-03 5.424587e-02 9.786790e-05
0.018200 7.323693e-03 5.407475e-02 1.105146e-04
0.018300 7.870509e-03 5.398106e-02 1.174913e-04
0.018400 8.487619e-03 5.388584e-02 1.249730e-04
0.018500 9.198183e-03 5.378918e-02 1.330340e-04
0.018600 1.004234e-02 5.369122e-02 1.417788e-04
0.018700 1.110206e-02 5.359211e-02 1.513688e-04
0.018800 1.261242e-02 5.349239e-02 1.621053e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.018500 3.308565e-02 5.374401e-02 1.028317e-04
0.018800 3.475340e-02 5.357616e-02 2.184840e-04
0.019000 3.545269e-02 5.348087e-02 2.988749e-04
0.019200 3.600279e-02 5.337612e-02 3.807998e-04
0.019400 3.646475e-02 5.328289e-02 4.646066e-04
0.019500 3.666058e-02 5.323376e-02 5.063910e-04
0.019600 3.685488e-02 5.318401e-02 5.490526e-04
0.019800 3.719542e-02 5.308773e-02 6.343939e-04
0.020000 3.749739e-02 5.299389e-02 7.204860e-04
0.020500 3.812691e-02 5.278133e-02 9.380666e-04
0.021000 3.863289e-02 5.257420e-02 1.159005e-03
85
R∗ = 1.023
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.014500 2.814352e-03 4.071430e-02 3.722790e-05
0.015000 3.578129e-03 3.954540e-02 4.798202e-05
0.015500 4.482791e-03 3.830280e-02 6.067164e-05
0.016000 5.550771e-03 3.694578e-02 7.543254e-05
0.016500 6.811117e-03 3.545935e-02 9.235662e-05
0.017000 8.314177e-03 3.377913e-02 1.115570e-04
0.017100 8.650072e-03 3.341459e-02 1.156738e-04
0.017200 8.999791e-03 3.303946e-02 1.198849e-04
0.017300 9.364519e-03 3.265234e-02 1.241910e-04
0.017400 9.746202e-03 3.225180e-02 1.285930e-04
0.017600 1.056569e-02 3.139311e-02 1.376954e-04
0.017800 1.147282e-02 3.045115e-02 1.471731e-04
0.018000 1.249718e-02 2.943277e-02 1.570398e-04
0.018200 1.368691e-02 2.821577e-02 1.673078e-04
0.018300 1.436988e-02 2.752665e-02 1.725887e-04
0.018400 1.513764e-02 2.675989e-02 1.779688e-04
0.018500 1.603047e-02 2.586317e-02 1.834485e-04
0.018600 1.713261e-02 2.476259e-02 1.890279e-04
0.018700 1.873698e-02 2.315622e-02 1.947074e-04
86 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.011000 4.138518e-05 5.527203e-02 4.543092e-07
0.011500 7.608771e-05 5.506527e-02 8.719875e-07
0.012000 1.325927e-04 5.484837e-02 1.582279e-06
0.012500 2.205928e-04 5.462002e-02 2.733879e-06
0.013000 3.525800e-04 5.437801e-02 4.525663e-06
0.013500 5.443714e-04 5.412189e-02 7.216058e-06
0.014000 8.159663e-04 5.384960e-02 1.113515e-05
0.014500 1.192871e-03 5.355892e-02 1.669987e-05
0.015000 1.708515e-03 5.324558e-02 2.443719e-05
0.015500 2.408798e-03 5.290852e-02 3.502026e-05
0.016000 3.362299e-03 5.254322e-02 4.934018e-05
0.016400 4.382909e-03 5.221287e-02 6.431318e-05
0.016500 4.685316e-03 5.214443e-02 6.864850e-05
0.016600 5.011614e-03 5.204639e-02 7.326327e-05
0.016800 5.746739e-03 5.187428e-02 8.339399e-05
0.017000 6.623753e-03 5.170650e-02 9.492430e-05
0.017200 7.701144e-03 5.151211e-02 1.081273e-04
0.017400 9.107949e-03 5.132206e-02 1.234940e-04
0.017600 1.123034e-02 5.112690e-02 1.419233e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.017400 3.071795e-02 5.127392e-02 9.231253e-05
0.017500 3.163338e-02 5.121899e-02 1.275294e-04
0.017600 3.226033e-02 5.116215e-02 1.635379e-04
0.017800 3.317500e-02 5.104603e-02 2.386311e-04
0.018000 3.383418e-02 5.093723e-02 3.154009e-04
0.018200 3.435781e-02 5.083179e-02 3.937576e-04
0.018400 3.479302e-02 5.072926e-02 4.733469e-04
0.018500 3.498053e-02 5.069309e-02 5.132560e-04
0.018600 3.516553e-02 5.062931e-02 5.539384e-04
0.019000 3.577502e-02 5.045376e-02 7.172629e-04
87
R∗ = 1.1
T ∗ ρ∗g ρ∗f p∗
0.010000 7.068699e-04 3.877231e-02 6.845480e-06
0.011000 1.569023e-03 3.670810e-02 1.623389e-05
0.012000 3.002405e-03 3.434592e-02 3.246164e-05
0.013000 5.213263e-03 3.153075e-02 5.730230e-05
0.014200 9.552397e-03 2.687852e-02 1.003068e-04
0.014400 1.061488e-02 2.580442e-02 1.089785e-04
0.014600 1.188000e-02 2.453932e-02 1.180936e-04
0.014800 1.350172e-02 2.292716e-02 1.276555e-04
0.014820 1.369923e-02 2.271705e-02 1.286380e-04
0.014840 1.390277e-02 2.251447e-02 1.296226e-04
0.014860 1.411617e-02 2.230245e-02 1.306115e-04
0.014880 1.434130e-02 2.207932e-02 1.316049e-04
0.014900 1.458001e-02 2.184306e-02 1.326028e-04
0.014920 1.483525e-02 2.159088e-02 1.336052e-04
0.014940 1.511117e-02 2.131865e-02 1.346121e-04
0.014940 1.511118e-02 2.131866e-02 1.346121e-04
0.014960 1.542516e-02 2.098180e-02 1.356335e-04
0.014980 1.576527e-02 2.061711e-02 1.366473e-04
0.015000 1.620615e-02 2.020247e-02 1.376721e-04
0.015020 1.668983e-02 1.967632e-02 1.386946e-04
88 G PHASENGLEICHGEWICHTE FÜR GIRIFALCO-POTENTIALE
T ∗ ρ∗g ρ∗s p∗
0.008000 6.164124e-06 4.778445e-02 4.929297e-08
0.008500 1.590464e-05 4.759648e-02 1.350622e-07
0.009000 3.668472e-05 4.739884e-02 3.295177e-07
0.009500 7.706756e-05 4.719022e-02 7.294349e-07
0.010000 1.497262e-04 4.696923e-02 1.487554e-06
0.010500 2.724317e-04 4.673388e-02 2.830000e-06
0.011000 4.694408e-04 4.648343e-02 5.077640e-06
0.012000 1.225074e-03 4.590522e-02 1.416442e-05
0.013000 2.851971e-03 4.522349e-02 3.432407e-05
0.013400 3.948562e-03 4.491078e-02 4.764890e-05
0.014000 6.584489e-03 4.437314e-02 7.699120e-05
0.014200 8.018979e-03 4.418014e-02 9.057936e-05
0.014300 8.980951e-03 4.408137e-02 9.848568e-05
0.014350 9.571965e-03 4.403159e-02 1.028057e-04
0.014400 1.028503e-02 4.398158e-02 1.074328e-04
0.014450 1.121610e-02 4.393163e-02 1.124513e-04
0.014500 1.276600e-02 4.388202e-02 1.180510e-04
T ∗ ρ∗f ρ∗s p∗
0.014400 2.522214e-02 4.397162e-02 1.021135e-04
0.014450 2.589053e-02 4.393912e-02 1.163966e-04
0.014500 2.637312e-02 4.390731e-02 1.310940e-04
0.014500 2.637320e-02 4.390731e-02 1.310942e-04
0.015000 2.871084e-02 4.360713e-02 2.895749e-04
0.015500 2.984049e-02 4.332194e-02 4.588140e-04
0.016000 3.058844e-02 4.304677e-02 6.330719e-04
0.016500 3.114283e-02 4.279202e-02 8.105024e-04
0.017000 3.157923e-02 4.255805e-02 9.900346e-04
0.017500 3.193602e-02 4.234530e-02 1.171076e-03
0.018000 3.223604e-02 4.215367e-02 1.353257e-03
0.018500 3.249388e-02 4.198264e-02 1.536374e-03
0.019000 3.271891e-02 4.183118e-02 1.720276e-03
0.019500 3.291819e-02 4.169780e-02 1.904889e-03
0.020000 3.309744e-02 4.157317e-02 2.090382e-03
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